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Uradeni zadaci u sljede¢em materijalu prate predavanja koja iz predmeta
Teorija skupova drzi dr.sci. Nermin Okici¢, docent, na Prirodno-matematickom
fakultetu Univerziteta u Tuzli, pa je stoga prvenstveno namijenjen studen-
tima/cama koji pohadaju navedeni kurs. U njemu se nalaze zadaci radeni
na auditornim vjezbama tokom skolske 2012/13. i 2013/14. godine, te neki
dodatni zadaci za vjezbu. Skripta je dostupna svima za download na

http://renataturkes.wix.com/renata-turkes#!set-theory/c1789.

Definicije i osnovni rezultati su u ovom materijalu izostavljeni, jer se svi mogu
naci u skripti Teorija skupova (Predavanja 2012/2013). Studenti/ce se stoga
upucuju da se prije izrade zadataka upoznaju sa potrebnim pojmovima, nji-
hovim karakterizacijama i dokazanim osobinama, jer ¢e se isti ovdje koristiti
kao polazno gradivo.

Literatura koristena za pripremu ovog materijala je uglavnom sljedeca:
1. N. Okici¢, Teorija skupova (Predavanja 2012/13)
2. S. Lipschutz, Theory and Problems of Set Theory and Related Topics
3. http://web.math.pmf.unizg.hr/~vukovic/Diplomski-kolegiji/TS/TS-zbirka-2009-07.

kao i vjezbe na kursu Teorija skupova kod asistentice Sanite Ibrisevi¢. Rjesenja
istih u najveé¢em broju rad su autorice ovih vjezbi, kao i sve greske u materi-
jalu. Molim sve koji/e te greske uoce da ih posalju na renata.turkes@hotmail.com,
kao i bilo koje druge primjedbe, sugestije ili pitanja. Unaprijed se zahvalju-
jem, i svima zelim ugodan rad.


http://renataturkes.wix.com/renata-turkes#!set-theory/c1789
http://web.math.pmf.unizg.hr/~vukovic/Diplomski-kolegiji/TS/TS-zbirka-2009-07.pdf

Poglavlje 1

Od paradoksa do aksiomatske
teorije

Teorija skupova jedna je od fundamentalnih grana matematike, ¢ije je mod-
erno proucavanje zapoceo Georg Cantor 1870-ih godina. Cantorova teorija
skupova se najces¢e naziva naivnom teorijom skupova, jer je definirana ne-
formalno, koristeé¢i prirodni jezik.

Cantorova teorija skupova je najbolji proizvod matematickog genija @ jedan

od vrhunskih postignucéa c¢isto intelektualnog ljudskog djelovanja.
(David Hilbert)
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Zaista, neupitna je c¢injenica da je Cantor bio jedan od najznacnijih
matematicara i da je njegov doprinos teoriji skupova od neizmjerne vaznosti.
Prije Cantora, pojam skupa je bio veoma primitivan, zasnovan na idejama
koje datiraju jos od Aristotela. Postojali su samo konacni skupovi, koji su
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jednostavni za razumijevanje, a pojam beskonacnosti smatran je priklad-
nim isklju¢ivo za filozofiju, ne i matematiku. Cantor je pokazao da pos-
toji beskonacno mnogo veli¢ina za beskonacne skupove, ustanovivsi prvi da
teorija skupova nije trivijalna i da je potrebno njeno temeljito izucavanje.
Medutim, nije proslo mnogo vremena dok se nisu pojavili paradoksi koji su
poljuljali Cantorovu naivnu teoriju skupova, i u konacnici doveli do potrebe
za uvodenjem aksiomatske teorije skupova.

Cantor je sam 1899. godine otkrio paradoks u svojoj teoriji: Ako je X skup
svih skupova, koji je kardinalni broj od X7 (Pojam kardinalnog broja ¢e biti
eksplicitno definiran kasnije u ovom kursu, ali je studentima/cama nefor-
malna definicija kardinalnog broja kao ”broja elemenata” skupa vjerovatno
poznata od ranije.) Ocigledno, to mora biti najveéi postojeé¢i kardinal.
Medutim, za svaki skup A, kardinalni broj partitivhog skupa P(A) od A
je strogo veéi od kardinalnog broja skupa A, tj. za svaki skup A imamo
card(P(A)) > card(A). (Ova ¢injenica poznata je kao Cantorov teorem, i
takoder ¢e biti eksplicitno dokazana kasnije u ovom kursu). Dakle, za A = X
imamo

card(P(X)) > card(X),

sto je kontradikcija sa ¢injenicom da je card(X) najveéi kardinal.

Nekoliko godina kasnije, Bertrand Russel otkrio je sljede¢i paradoks: Ako je
S skup svih skupova koji ne sadrze samog sebe, tj. S ={z | x ¢ z}, da li
S sadrzi samog sebe? Po definiciji skupa S, S sadrzi samog sebe ako i samo
ako S ne sadrzi samog sebe, odnosno

SeS &« S¢S,

sto je kontradikcija.

Ovi su paradoksi pokazali da naivna teorija skupova dovodi do kontradikcija,
a problemati¢nim se pokazala Cinjenica da je u ovoj teoriji svaka kolekcija
koju je moguce definirati bila smatrana skupom. Stoga je bilo neophodno
ispraviti nedostatke ove teorije, Sto je uc¢injeno aksiomatskim zasnivanjem
teorije skupova.

Niko nas nece izvuci iz raja koji je Cantor za nas stvorio!

(David Hilbert)

Ne vidim razlog zasto bi u taj raj ulazili!
(Richard Hamming)
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Dakle, iako je Hamming navedenu recenicu vjerovatno izrekao u sali (jer
je Cantorova naivna teorija skupova svakako vrijedna proucavanja), sada
bi trebalo biti jasno zasto Cantorov raj nije savrSen i odakle potreba za ak-
siomatskim pristupom postavljanju teorije skupova. Takva teorija, barem po
nasim sadasnjim saznanjima, je potpuna i ne dovodi do kontradikcija, i za-
ista je fundamentalna grana matematike. Teorija skupova postavlja temelje
matematickoj analizi, topologiji, algebri, diskretnoj matematici i drugim
oblastima. Relacije ekvivalencije i poretka su sveprisutne u matematici, a
kao sto ¢emo vidjeti relacije su skupovi. Pojam funkcije jedan je od na-
jbitnijih matematickih pojmova, a svaka funkcija je ustvari skup. Veéina
matematickih pojmova moze biti precizno definirana koristeéi iskljucivo po-
jmove iz teorije skupova, a tako i vecina (ili ¢ak sve) teoreme u matematici
mogu biti dokazane iz aksioma teorije skupova. Medutim, kao Sto je i za
ocekivati, nije mnogo teorema zaista formalno dokazano koristeéi iskljucivo
aksiome teorije skupova jer su ti dokazi uglavnom mnogo duzi nego stan-
dardni dokazi prezentirani jezikom te matematicke oblasti. Na web stranici
http://us.metamath.org/index.html mozete na¢i dokaze vise od 10 000
teorema koji su izvedeni iz Zermelo-Fraenkelovog sistema aksioma teorije
skupova, gdje takoder mozete poslusati kako zvuce neki matematicki dokazi.


http://us.metamath.org/index.html

Poglavlje 2

Aksiomatika 1 operacije

Kao sto je objasnjeno u prethodnom poglavlju, postojala je potreba za ak-
siomatskim postavljanjem teorije skupova, za Sto je bilo nekoliko pokusaja.
Danas, standardna forma aksiomatske teorije skupova podrazumijeva ZFC
aksiomatski sistem, tj. Zermelo-Fraenkelov sistem aksioma ZF0-ZF9, za-
jedno sa aksiomom izbora AC, koji su detaljno objasnjeni u sekcijama 2.1
i 2.4 skripte Teorija skupova (Predavanja 2012/13). Od studenata/ica se
ocekuje prvenstveno poznavanje svih aksioma, a zatim je potrebno znati nji-
hovu vaznost, te ih naravno znati primjeniti u zadacima. Naime, shvatanje
naivne teorije skupova da bilo koju kolekciju mozemo smatrati skupom i
dovelo je do ranije navedenih paradoksa, zbog cega je bilo i neophodno sis-
temom aksioma strogo definirati kakve to kolekcije zaista mogu biti skupovi.
Studenti/ce trebaju znati dokazati da odredene kolekcije jesu ili nisu skupovi.

U ovom poglavlju studenti/ce ¢e se upoznati i sa osnovnim operacijama sa
skupovima, a trebati ¢e i znati dokazati neke osnovne skupovne jednakosti.
U ovom poglavlju se uvode i bitni matematicki pojmovi relacije i funkcije,
kao i posebne vrste relacija i funkcija koje su od iznimne vaznosti: relacija ek-
vivalencije i relacija poretka, te injektivna, surjektivna i bijektivna funkcija.

2.1 Zermelo-Fraenkelov sistem aksioma teorije
skupova

Kao sto i sam naziv kaze, u ovoj sekciji skripte Teorija skupova (Predavanja
2012/13) prezentirane su aksiome ZF0-ZF9 Zermelo-Fraenkel-ovog sistema
aksioma, koji je standardan i Siroko prihvacen sistem aksioma teorije skupova.
Vedina ZF aksioma govore o egzistenciji odredenih skupova definiranih preko
drugih skupova. Tako je uvijek potrebno provjeriti, koriste¢i date aksiome,
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da li objekti sa kojima radimo zaista jesu skupovi. U skripti Teorija skupova
(Predavanja 2012/13) ova je provjera uradena za neke novouvedene pojmove
poput produkta skupova, a nakon toga tu Cinjenicu vise ne provjeravamo.
Ipak, to ne znaci da ne trebamo uvijek obratiti paznju zasto su objekti
koje posmatramo ustvari skupovi. U ovoj sekciji na nekoliko ¢emo prim-
jera pokazati zasto odredene kolekcije jesu ili nisu skupovi, ali i u nastavku
ovog materijala ¢emo za jos neke kolekcije, nakon sto ih formalno uvedemo,
dokazati da zaista jesu skupovi. Naprimjer, nakon sto definiramo relaciju
ekvivalencije, pokazati ¢emo da je kolekcija svih klasa ekvivalencije na skupu
skup; nakon $to uvedemo pojam funkcije, dokazati ¢emo da je kolekcija svih
funkcija sa datim domenom i kodomenom takoder skup, i sl.

Prvobitno ¢emo se osvrnuti na razrjeSenje paradoksa spomenutih u prethod-
nom poglavlju. Naime, iako su Cantor i Russel zaista formirali paradokse u
naivnoj teoriji skupova, oni prestaju biti paradoksi u ZF' teoriji skupova, sto
¢emo pokazati u sljedec¢a dva primjera.

ZADATAK 2.1.1. Neka je U kolekcija svih skupova. U nije skup.

Rjesenje: Ideja dokaza jeste pokazati da U ne moze biti jednak niti jednom
skupu, tj. polaze¢i od bilo kojeg skupa x pokazati ¢emo da U # z. Neka je
stoga x € U proizvoljan skup. Prema ZF3 (Aksiom para) primjenjenom na
skup z, kolekcija {z,z} je skup. Na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti)
{z,x} = {z}, pa je {x} skup, i to o¢ito neprazan jer x € {x}. Prema ZF9
(Aksiom fundacije) primjenjenom na {x} # (), imamo

By e {aP)(Vz e {a}) z¢v.

Kako y € {z} implicira da je y = z, i kako z € {z} implicira da je z = z,
imamo da

Kako je x € U, ali x ¢ x, onda na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti)
vrijedi U # x. Dakle, polazeéi od bilo kojeg skupa x, mozemo pokazati da
U # x, pa U nije skup. A
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ZADATAK 2.1.2. Neka je S kolekcija svih skupova koji ne sadrie
samog sebe, tj. S ={z | x & x}. S nije skup.

Rjesenje: Kao u prethodnom zadatku, mozemo pokazati da za svaki skup
x vrijedi z ¢ x. Dakle, S je ustvari kolekcija svih skupova, pa na osnovu
prethodnog zadatka, S nije skup. A

ZADATAK 2.1.3. Za svaka tri skupa A, B i C postoji skup ciji su
elementi upravo ta tri skupa.

Rjesenje: Neka su A, B i C dati skupovi. Na osnovu ZF3 (Aksiom para)
primjenjenog na skupove A i B, postoji skup M = {A, B}, a prema istom
aksiomu primjenjenog na skup C, postoji skup N = {C,C'} 7L {C}. Ako
primjenimo ZF3 (Aksiom para) dalje na skupove M i N, zaklju¢ujemo da
postoji skup P = {M, N} = {{A, B}, {C}}. Kona¢no, prema ZF4 (Aksiom
unije) primjenjenog na skup P, postoji skup @ koji sadrze sve elemente
elemenata od P,
geEQ <& (A)(tePAget).

Iz uslova t € P slijedi dajet = M = {A,B}ilit=N={C}, paq€et
implicira da je ¢ = A ili ¢ = B ili ¢ = C. Dakle, postoji skup @ = {A, B, C}.
A

Dakle, postoji razlika izmedu skupova {A, B} i AU B, ¢ije nam egzistencije
iz egzistencije skupova A i B obezbjeduju redom ZF3 (Aksiom para) i ZF4
(Aksiom unije). Naprimjer, za A = {1}, B = {p, ¢}, imamo

{A, B} = {{1},{p,¢}} #{1,p,q} = AUB.

Zaista, da bi dva skupa bila jednaka, po ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) oni
moraju imati iste elemente, a naprimjer 1 € AU B, dok 1 ¢ {A, B}.

ZADATAK 2.1.4. Za skupove A i B postoji tacno jedan skup C ¢iji su
jedini elementi A i B.
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Rjesenje: Neka su A i B proizvoljni skupovi. Na osnovu ZF3 (Aksiom para)
primjenjenog na skupove A i B, imamo egzistenciju skupa C' = {A, B}, pa
je preostalo pokazati jedinstvenost takvog skupa. Neka je D skup sa istom
osobinom. Tada

reC & x=AVr=B <& =xz€D,

pa na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) imamo da je C'= D. A

ZADATAK 2.1.5. Dokazati da ne postoji konacan niz skupova za koje
vazi
T1 2Ty 2D+ DTy DT

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, neka postoji konacan niz skupova za koje
vazi

L1 DTy DTy D Xq.
Posmatrajmo skup A = {x1,z2,...,2,}, koji je o¢ito neprazan jer x; € A.
Primjetimo da tada, na osnovu date prepostavke, vrijedi

(Vy e A)(Fz € A) z ey,

Sto je u kontradikeiji sa ZF9 (Aksiom fundacije) primjenjenog na skup A # (.
Naravno, u rjesavanju ovog zadatka neophodno je i utvrditi zasto kolekcija
A zaista jeste skup (jer inace ne bi smjeli na tu kolekciju pozivati bilo koji
od ZF aksioma). To ¢inimo kao u nekom od prethodnih zadataka: primjen-
jujudi ZF3 (Aksiom para) na skupove z; i xo, te 23 dobijamo da su kolekcije
{1, 22} 1 {x3} skupovi, na koje zatim primjenimo ZF4 (Aksiom unije) ¢ime
dokazujemo da je kolekcija {z1, o, x3} skup. Ponavljajuéi ovaj postupak do-
voljan broj koraka, dokazujemo da je kolekcija A = {x1,xs,...,z,} skup.
A

Primjetimo da ”€” nije tranzitivna relacija (pojmovi relacija i tranzitivnost
biti ¢e objasnjeni u sljede¢im sekcijama), tj. da

AeBeC =» AecC.
Zaista, ako je npr.
A={1,2a},

B ={{1,2,a},b,{z,3}},
C = {{{1,2,a},b,{z,3}}, ¢, {c}, {c, 2},0},
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imamo A€ Be C,ali A ¢ C.

ZADATAK 2.1.6. Dati su skupovi A =1{5,1,3,2,1}, B={1,2,3,1,5}
i C = {2,1,1,3,1,5,5}. U kakvom su odnosu skupovi A i B, te da li
vrijedi A C C, B € C?

Rjesenje: Na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) vrijedi A = B. Vrijedi
A C C, jer je svaki element iz A ujedno i element u C. Na osnovu definicije
skupa C, jasno se vidi koji su njegovi elementi, pa oc¢ito ne vrijedi B € C. A

ZADATAK 2.1.7. Koji od sljedeéih skupova A = {1,2,3}, B =
H1}3,{1,2}} i C = {z € R | 2® — 312° + 2227 + 3323 — 262 + 1 = 0}
sadrzi 17

Rjesenje: Na osnovu definicije datih skupova, jasno je da vrijedi 1 € A,
1¢B,1€C. A

ZADATAK 2.1.8. Odrediti koji su od sljedecih skupova medusobno jed-
naki 1 obrazloZiti odgovor.

(a) A={56,6,6,54} i B={4,56}

(b)) C={0}iD=10

(c) E={z,y} i F = {z,{z},{y}}

(d) G={xeN|22<0} i H={z€R |32 4522+ 7 =0}
(e) S ={{1,2},{2,3}} i T = {1,2,3)}.

Rjesenge:

(a) Na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti), skupovi A i B imaju iste
elemente, pa A = B.

(b) Kako 0 € C,1 0 ¢ D, jer je D prazan skup pa nema elemenata, na
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osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti), vrijedi C' # D.

(¢) Kako naprimjer y € E, ali y ¢ F, na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzion-
alnosti) vrijedi £ # F.

(d) Na osnovu definicije skupova G i H, imamo G = (), H = (), pa na
osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) vrijedi G = H.

(e) Kako naprimjer 1 € T'i 1 ¢ S, na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzional-
nosti) vrijedi S # T.

ZADATAK 2.1.9. Koji skupovi su jednaki: 0, {0}, {0}?

Rjesenje: Nikoja dva skupa nisu jednaka. Zaista, () nema elemenata, pa
ne moze biti jednak niti jednom od jednoclanih skupova {0}, {0}. Dalje,
{0} # {0}, jer naprimjer 0 € {0}, ali 0 ¢ {0}, pa na osnovu ZF1 (Aksiom
ekstenzionalnosti), ovi skupovi ne mogu biti jednaki. A

ZADATAK 2.1.10. Neka je A = {2,{4,5},4}. Koje turdnje nisu tacne
i zasto?

(a) {4,5} C A
(b) {4,5} € A
(c) {{4,5}} c A
(d) 5 A

(e) {5} € A

(f) {5} € A.

Rjesenge: Nisu tacne tvrdnje (a), (d), (e) i (f).

Na osnovu definicije podskupa, P C () akko je svaki element iz P element i
u Q. Kako 5 € {4,5}, ali 5 ¢ A, tvrdnja (a) nije tacna.

Na osnovu definicije skupa A, jasno se vidi koji su njegovi elementi, pa tvrdnje
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(d) i (e) o¢ito nisu tacne.
Konaéno, kako 5 € {5}, a 5 ¢ A, tvrdnja (e) nije tacna. A

ZADATAK 2.1.11. Neka je M = {a,b,c}. Zaokruziti tacne iskaze.
(a) a € M
(b) a C M
(c) {b} e M
(d) {b} € M.

Rjesenje: Tacni iskazi su (a) i (d).

Zaista, na osnovu definicije skupa M ocito je da je a element od M, pa je
iskaz (a) tacan.

U opéem slucaju, iskaz (b) nije tacan. Na osnovu definicije podskupa, P C @
akko svaki element skupa P ujedno pripada i skupu ). Ako naprimjer a =
{1}, vidimo da 1 € a, ali 1 ¢ M, pa ne vrijedi a« C M. Jedini slucajevi kada
je iskaz (b) zadovoljen jesu za a = (), a = {b}, a = {c} i a = {b, ¢}, tj. kada
je a bilo koji podskup od M koji ne sadrzi a. Zaista, ranije smo pokazali da
za svaki skup x vrijedi z ¢ x, pa je nemoguce da vrijedi a € a.

U opéem slucaju ni iskaz (¢) nije tacan. Ako naprimjer a = ¢ = (), onda
sigurno ne vrijedi {b} € M, jer bi to jedino bilo moguée za b = {b}, sto je
nemoguce jer implicira da b € b. Jedini slucajevi kada je iskaz (c) zadovoljen
jesu a = {b} ili ¢ = {b}.

Jedini element skupa {b} je b, i kako b € M, na osnovu definicije podskupa
zaista vrijedi {b} C M, tj. iskaz (d) je tacan. A

ZADATAK 2.1.12. Naéi P(A) ako je A ={3,{1,4}}.

Rjesenje: Na osnovu definicije partitivnog skupa skupa A, to je skup ¢iji su
elementi svi podskupovi od A, pa je
P(A) = {0, {3}, {{1,4}}. {3, {1, 4} }}.

Ako skup A ima n elemenata, poznato je da skup P(A) ima 2" elemenata,
Sto nam uvijek moze biti od koristi za provjeru pri ispisivanju partitivnog
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skupa. Tako u ovom zadatku skup A ima 2 elementa, dok partitivni skup
P(A) ima 2% = 4 elementa. A

ZADATAK 2.1.13. Neka je dat skup S # (). Koje tvrdnje nisu tacne i
zasto?

(a) S €P(S)
(b) SCP(S
(c) {5} € P(5)
(d) {5} € P(S).

Rjesenje: Nisu tacne tvrdnje (b) i (c).

Naime, po pretpostavei S # (), pa postoji neki s € S. Da bi tvrdnja (b) bila
tacna, tj. da bi vrijedilo S C P(S), moralo bi da vrijedi s € P(S), §to na
osnovu definicije partitivnog skupa znaci da s C S. Primjetite da ovo i dalje
ne dovodi do kontradikcije, tj. zaista je moguce da s € S'i s C S, naprimjer
ako je S = {{1,2,3},1,2,3,4}, pri ¢emu je s = {1,2,3}. Medutim, ako
izabaremo t € S takav da ne postoji niti jedan element x € S sa osobinom
x € t, zaista ¢emo dobiti kontradikciju: tada nije moguce da t C S, jer bi to
znacilo da za sve y € t mora vrijediti y € S. Primjetite da nam egzistenciju
ovakvog elementa t € S, tj. minimalnog elementa u odnosu na relaciju ”€”
obezbjeduje ZF9 (Aksiom fundacije) primjenjen na S # (). Dakle, (b) nije
tacna tvrdnja.

Kako su, po definiciji partitivnog skupa, elementi od P(S) svi podskupovi
od S onda je {S} € P(S) akko {S} C S. Po definiciji podskupa, to bi znacilo
da S € S, a ranije smo pokazali da za svaki skup vrijedi S ¢ S, koristeéi ZF9
(Aksiom fundacije) primjenjen na skup {S}. Dakle, tvrdnja (c) nije tacna.
A
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ZADATAK 2.1.14. Uporedi sljedece skupove: A je skup slova u rijeci
MATEMATIKA, B je skup slova u rijeci KINEMATIKA, C je skup slova
u rigeci TEMATIKA, D je skup slova u rijec¢i KAMATA.

ZADATAK 2.1.15. Neka su A i B skupovi. Dokazati da su sljedece
kolekcije skupovi

(¢) {{A} U{B}}
(b) AU{{B}}
(¢) P{A}U{{A}}UB)

ZADATAK 2.1.16. Naéi partitioni skup sljedecih skupova.
(a) A=1,2
(b) B={1,{1},{1,2}}
(c) C={0,{c}}
(d) D ={0,{0}}

2.2 Operacije sa skupovima

U ovoj sekciji u skripti Teorija skupova (Predavanja 2012/13) uvode se poj-
movi presjek skupova, razlika skupova, produkt skupova. Studenti/ce trebaju
prvobitno usvojiti sve navedene definicije prije pristupanja izradi zadataka u
ovoj sekciji, a i neke osobine dokazane na predavanjima ovdje ¢e se koristiti

kao gotovi rezultati.
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ZADATAK 2.2.1. Neka su S, A i B skupovi. Dokazati da su tada
(a) ANB
(b) A\ B
(¢c) Cs(A)
(d) Ax B

takoder skupouvi.

Rjesenje: Neka su S, A i B skupovi.

(a)

Prvobitno je potrebno prisjetiti se formalne definicije presjeka dva skupa.
U skripti Teorija skupova (Predavanja 2012/13) navedena je definicija
presjeka skupa L (Definicija 2.2.1) kao kolekcije svih elemenata koji su
elementi u svakom skupu iz L, tj.

NL={z| (W)Y eL=zeY)},
a po definiciji je AN B =NL, gdje je L = {A, B}. Stoga,

ANB = n{A, B}
= {z| (W)Y €e{A,B}=z€Y)}
{z|(Y=A=zecY)ANY=B=z€Y)}
{r|xe ANz € B}
= {re€eA|xe B}

Primjenimo li ZF6 (Aksiom podskupa) na skup A i na predikat P(z) :
x € B, dobijamo da je kolekcija svih elemenata za koje vrijedi x € A i
P(z) skup, a ta kolekcija je upravo A N B. Dakle, AN B je skup.

Po definiciji iz skripte Teorija skupova (Predavanja 2012/13) (Definicija
2.2.5), imamo da je

A\B = {z|ze€ANx ¢ B}
= {reAlx¢ B},

sto je skup na osnovu ZF6 (Aksiom podskupa) primjenjenog na skup
A i predikat P(z) : = ¢ B.

Po definiciji je Cs(A) = S \ A, pa je ¢injenica da je komplement
skupa takoder skup posljedica ve¢ dokazane tvrdnje (c) primjenjene
na skupove Si A.
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(d) Na osnovu definicije (Definicija 2.2.7), imamo da je
Ax B={(x,y) |z € ANy € B}.
Na osnovu definicije uredenog para, primjetimo da vrijedi

Ax B ={{{z} {z,y}} [z € ANy € B}
={zeP(P(AUB)) | (3r € A)(Fy € B)(z = {{z}, {z,y}}).

Na osnovu aksioma ZF5 (Aksiom o partitivnom skupu) primjenjenog
prvo na skup A U B (prisjetimo se da je AU B zaista skup na osnovu
aksioma ZF4 primjenjenog na skupove A i B), a zatim na skup P(AU
B), imamo da je P(P(A U B)) skup. Konacno, primjenimo li aksiom
ZF6 (Aksiom podskupa) na skup P(P(A U B)) i na predikat

P(z): (Bre A)Ey € B)(z = {{z},{z,y}}),

dobijamo da je kolekcija A x B zaista skup.

Objasniti ¢emo dax € Aiy € B zaista implicira da {{z}, {z,y}} € P(P(AU
B)). Primjetimo
reA = v€AUB
& {z} CAUB
& {z} e P(AUB),

reAyeB = z,yec AUB
& {r,y} CAUB
& {z,y} € P(AUB),

pa dalje imamo

{z}.{z,y} e P(AUB) & {{z},{z,y}} CP(AUB)
& {{z} {z,y1} e P(P(AUB)),

Sto smo i htjeli pokazati.

Sada kada smo ustanovili da uvedeni pojmovi zaista jesu skupovi, na konkret-
nom primjeru ¢emo primjeniti date definicije kako bi izvrsili te operacije sa
skupovima.
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ZADATAK 2.2.2. Neka je A = {x,3} i B = {1,3,a}. Orediti uniju,
presjek, razlike i proizvode ovih skupova.

Rjesenje: Na osnovu definicija, imamo

AUB={1,3,a,x}

ANB=1{3}
A\ B = {z}
B\ A={l,a}

Ax B ={(x,1),(z,3),(z,a),(
(1,3 (

U sljede¢im zadacima naveden je niz skupovnih jednakosti koje treba pokazati,
sto uvijek ¢inimo na isti nac¢in. Na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti),
za skupove L i D vrijedi L = D akko z € L & z € D. U svakom od
zadataka, koriste¢i definicije skupovnih operacija te elemente matematicke
logike, pokazati ¢emo upravo da x € L < x € D, pri cemu je potrebno
objasniti zasto vrijedi svaka u nizu navedenih ekvivalencija.
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ZADATAK 2.2.3. Dokazati sljedece skupovne jednakosti.
() AUB=BUA
(b) ANB=BNA
(c) AU(BUC AUB

(e) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

( )= ( yuc
(d) An(BNC)=(AnB)NnC
( ) = ( )u
(f) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
(9) (AUB)N(CUD)=(ANC)U(AND)U(BNC)U(BND)
(h) (ANB)U(CND)=(AUC)N(AUD)N(BUC)N(BUD)

(i) AU(ANB)=AN(AUB) = A.

Rjesenje: U nastavku su ponudena detaljna rjesenja primjera (a), (h) i (i).
Sliéno se rjesavaju i ostali primjeri, $to je ostavljeno studentima/cama za
vjezbu.

(a) Na osnovu definicije unije i komutativnosti disjunkcije, vrijedi

r€AUB & z€¢A Vv xz€B
& xe€B Vo ozxzeA
< re BUA,

pa ZF1 (Aksiom ektenzionalnosti) implicira da je zaista

AUB = BUA.

(h) Na osnovu definicije unije, presjeka, distributivnosti disjunkcije prema
konjukciji, asocijativnosti disjunkcije i komutativnosti konjukcije, vri-
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jedi

re(ANB)U(CND)

reANB Vv xzeCnND

(xe ANzeB) V (zreCAxzeD)

(reANxeB) VvV ze€C] N [(teANxeB) V xzeD]
(ze AvaeeC) N (xeBVvzel)

AN [(xeAveeD) AN (xeBVaxeD)

(xe AveeC) N (xeBvzel)

AN (e AvzeD) N (xeBVzeD)

rce AUC N zeBUC AN z€AUD AN x€BUD
re AUC AN z€eAUD AN xzeBUC AN x€BUD
re(AuC)N(AUD)N(BUC)N(BUD),

S R A

tee

pa ZF1 (Aksiom ektenzionalnosti) implicira da je zaista

(ANB)U(CND)=(AUC)N(AUD)N (BUC)N (BUD).

(i) Na osnovu definicije unije, presjeka, distributivnosti disjunkcije prema
konjukciji, tautologije p V p < p i tautologije p A (p V ¢) < p, vrijedi

reAU(ANB) & z€A VvV z€ANB
& z€A V (reAANzEB)
& (reAvezeA N (xe€AVzrxeDB)
& rz€A N (reAVzeDB)
& re A

Da su navedene dvije tvrdnje zaista tautologije, mozemo uociti iz isti-
nosnih tablica

pVp
T
1

—|3

|_

q|pAN(pVa)

- s
I e |
| P
-

Na osnovu ZF1 (Aksiom ektenzionalnosti), zaista vrijedi

AU(ANB) = A.
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A

(¢) A\(A\B)=ANB
(d) AU(B\A)=AUB
(¢) AN(ANB) = A\ B
(f) AN(B\C) = (ANB)\C

(i) A\ (BUC)=(A\B)\C.

ZADATAK 2.2.4. Dokazati sljedece skupovne jednakosti.
(a) A\ (BUC)=(A\B)N(A\C)
(b) AN(BNC)=(A\B)U(A\C)

(
(9) (AUB)\C = (A\C)U(B\C)
(h) A\ (B\C)=(A\B)U(ANC)

Rjesenje: U nastavku su ponudena detaljna rjesenja primjera (b), (c) i (h).
Sliéno se rjeSavaju i ostali primjeri, $to je ostavljeno studentima/cama za

vjezbu.

(b) Na osnovu definicije razlike, relacije ”¢”, De Morganovih zakona za
konjukciju, distributivnosti konjukcije prema disjunkciji i definicije unije,

vrijedi

re A\ (BNQC) reA
reA
reA
r €A
r €A

0

> > > > >

(xeA A
reA\B VvV zxze€A\C
r e (A\B)U(A\C),

r¢ BnC

-re€ BNC

~(reB AN z€()

(—rxeB Vv —xzel)

(x¢B VvV x¢(C)

x¢B) VvV (z€eA N z¢C)

pa ZF1 (Aksiom ektenzionalnosti) implicira da je zaista

A\ (BNC)=(A\B)U(A\O).
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(¢) Na osnovu definicije razlike, relacije ”¢”, De Morganovih zakona za
konjukciju, distributivnosti konjukcije prema disjunkciji, jednostavnih
tautologija pAlp < L1 LV p < p, i definicije unije, vrijedi

re A\ (A\B)

& rzeA N xz¢A\B

& reA AN —ze€A\B

& rzeA AN H(xeA N z¢B)

& €A AN (—x€eA VvV —x¢B)

& rzeA AN (x¢A vV —-—xeDB)

& zeA AN (e¢A VvV zeDB)

& (reA N xz¢A) VvV (x€eA AN z€B)
& rxe€A N xeB

< re ANB,

pa ZF1 (Aksiom ektenzionalnosti) implicira da je zaista

A\ (ANB)=ANnB.

(h) Na osnovu definicije razlike, relacije ”¢”, De Morganovih zakona za
konjukciju, distributivnosti konjukcije prema disjunkciji, definicije pres-
jeka i unije, vrijedi

re A\ (B\O)

& rzeA AN xz¢B\C

& reA AN —xeB\C

& xe€A AN o(xeB AN x¢0)

& rzeA AN (~xeB VvV —xé¢C)

s €A N (z¢B VvV ——xel)

& zeA AN (x¢B v zxze()

& (x€eA N x¢B) VvV (z€eA N ze()
& reA\B VvV xzeANnC

& rze(A\B)U(ANQO),

pa ZF1 (Aksiom ektenzionalnosti) implicira da je zaista

A\(B\C) = (A\B)U(ANC).
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ZADATAK 2.2.5. Dokazati sljedeée turdnge.
(a) A\ B=AnNBC
(b)) (ANB)U(ANBY) =A
(c) (ACB)AN(BCCO)= (ACC)
(d) (A=B)A(B=C)= (A=)
(e) AC B« BC C A°
(f) (ANB)U(A\B)=A
(9) (A\B)U(ANB)U(B\A)=AUB
(h) AN(ANB)=A\B
(i) (ANB)A(ANC)=AN(BAC)
(j) (AAB)¢ = A°AB
(k) P(A)NP(B) =P(AN B)
(1) P(A)UP(B) CP(AUB)

Rjesenje: U nastavku su ponudena detaljna rjeSenja primjera (c), (j) i (k).
Slicno se rjeSavaju i ostali primjeri, $to je ostavljeno studentima/cama za
vjezbu.

(c) Nekavrijedi AC BiBCC,tj. nekaz € A=zx € Bixe B=xzec(.
Tada vrijedi
reEA=>reB=xe(,

pa A CC.
(j) Na osnovu definicije komplementa skupa, relacije ”¢”, definicije simetri¢ne

razlike, unije, De Morganovih zakona za disjunkciju i konjukciju, defini-
cije razlike skupova, distributivnosti konjukcije prema disjunkciji i jed-
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nostavnih tautologija pAlp < L ipV L & p, vrijedi

€ (AA B)° xr¢ AN DB

r€ AAB

-z € (A\B)U(B\ A)

~(r€ A\B V xze€B\A

—-r€ A\B N —-x€B\A

“(r€eA N x¢B) N —~(xeB AN z¢A)
(€A V —-x¢B) AN (-re€eB VvV -ua¢A)
(x¢A VvV ze€eB) N (r¢B V zecA)
(zt¢A Vv xze€B) AN x¢ B

V [(x¢A VvV zxzeB) N xzeA

(¢ ANx¢B) V (xe€BAx¢B)

V [(x¢gANzeA) V (x€BAxeA)

(¢ ANz ¢ B) V (zreBAzxeA)

(re ANz ¢ B) V (xEB/\:chAC)
r€A°\B Vv x¢eB\A%)

r e (A°\ B)U (B \ A%)

re A A B

0 A

¢

teoT e

pa ZF1 (Aksiom ektenzionalnosti) implicira da je zaista

(AN B)° = A° A B.

(k) Na osnovu definicije presjeka i partitivnog skupa, vrijedi

rePANPB) & z€P(A) AN zxzeP(B)
& rCA AN O z2CB
& v CANB
& zreP(ANB)

pa ZF1 (Aksiom ektenzionalnosti) implicira da je zaista

P(A)NP(B) = P(AN B).
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ZADATAK 2.2.6. Dokazati sljedece tordnje.
(a) (X1 UXo)xY =(X; xY)U (XyxY)
(b) (X1UXs)x (Y1UYs) = (X1 xY)U(X; X Ye)U(Xo xY7)U(Xe xY3)
(c) (XiNXe) x(Y1NYs) = (X1 xY)N(Xe xYs)
(d) (X1\X2) xY =(X;xY)\ (XaxY)
() ACXANBCY=AxBCXxY
(f) ACXABCY = AxB=(AxY)N(X x B)

Rjesenje: U nastavku su ponudena detaljna rjesenja primjera (b) i (f). Sli¢no
se rjesavaju i ostali primjeri, Sto je ostavljeno studentima/cama za vjezbu.

(b) Na osnovu definicije produkta, unije, distributivnosti konjukcije prema
disjunkciji i asocijativnosti disjunkcije, vrijedi

0 A

(z,y) € (X1 UXy) x (Y1UY3)

reXjuXy, A yeYUY,

(reXivezeXy) N (yeYiVyeYs)

(zeXiVeeXo)ANyeY] V [(xexyVeeXy) Ay €Y
(reXiNye)V(reXoAyeY))| Ve XiVyeYs) V(zeXoAy €Ys)
(xeXinyeY))VezeXonyeY)V(eeXiVyeYo)V(zre XoNy€eYs)
(xeXinye)VeeXiAyeY) V(e XoVyeY)V(ze XoANy €Ys)
(,y) e Xi x Y1V (z,y) € Xy x YoV (z,y) € Xo x Y1V (2,y) € Xo x Y5
(r,y) € (X1 x Y1) U (X1 x Y3)U (X X Y]) U (X x Y3),

pa ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) implicira da je zaista

(X1UX2)X(1/1U}/2):(X1 ><Y1)U(X1><Y2)U(X2><Y1)U(X2><Y2)

(f) Neka vrijedi ACXiBCY tj. € A=z Xiye B=ycY. Na
osnovu definicije produkta, datih pretpostavki, jednostavne tautologije
p A g = p, komutativnosti konjukcije i definicije presjeka, vrijedi

(x,y) e AxB & z€A AN yeB

reEANTEX N yeEBAyeY
reEANyeY N zxzeXANyeB
(x,y) eAXY A (x,y)e X xB
(r,y) € (AxY)N(X x B),

Tt
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pa ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) implicira da je zaista

AxB=(AxY)N(X x B).

ZADATAK 2.2.7. Neka je A = BN C. Koje od navedenih tvrdnji su

tacne?
(a) Ax A= (BxB)n(CxC)
(b)) Ax A= (BxC)N(C x B).

Rjesenje: Obje tvrdnje su tacne, i u nastavku je ponudeno detaljno rjesenja
primjera (a). Sli¢no se rjesava i primjer (b), §to je ostavljeno studentima/cama
za vjezbu.

(a) Na osnovu definicije produkta, date pretpostavke A = BNC, definicije
presjeka i komutativnosti konjukcije, vrijedi

(r,y) eAxA & €A N yed

reBNC AN yeBNnC
(xreBAxzelC) N (yeBAye(l)
(reBAyeB) N (zeCAhye(l)
(x,y) e BxB A (z,y)eCxC
(x,y) € (Bx B)N (C x C),

teode

pa ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) implicira da je zaista

AxA=(BxB)N(CxC(C).
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ZADATAK 2.2.8. Neka su {A;}ier @ {Bitier dvije familije skupova.
Dokazati sljedece tvrdnje.

(a) | JAiuB) = (|J4) v (UB)

(b) (A B = () 4) 0 () B)
(c) (ﬂAi) U (ﬂBi) C ﬂ(A,-uBi)
(@ (Ja)a(Us) cUJas)

Rjesenge: U nastavku su ponudena detaljna rjeSenja primjera (b) i (d). Sliéno
se rjeSavaju i ostali primjeri, §to je ostavljeno studentima/cama za vjezbu.

(b) Na osnovu definicije presjeka i ¢injenice

(Vo) (P(z) AQ(z)) < [(Vz)(P(x)) A (Vz)(Q(x))],
vrijedi
x € Nier(A; N B;) (Viel)(x e A;NB;)
Vie)(zxeA, N z€B)
Viel)(zxeA) N (Miel)(zeB)
T € ﬁieIAi VAN mieIBi
x € (NierAi) N (Nier Bi)

teot e

pa ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) implicira da je zaista

(AN B) = ([4)n ([ B)

iel el iel

(d) Na osnovu definicije simetri¢ne razlike, unije, razlike, definicije relacije
7¢”  De Morganovih zakona za disjunkciju, ¢injenice

(Bz)(P(z)) v () (Qx))] < C)(P(z)VQ(x)),
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vrijedi
z € (Uier4d;) A (Uier N By)
& 1€ [(UierAi) \ (Uier Bi)] U [(Uier Bi) \ (Uier Ai)]
- (ZIZ' € UiEIAi AN T ¢ UieIBz’) V ([L’ c UiEIBi N T ¢ ﬂ,-eIAi)
& [(Fiel)(reA) N ~(3Fjel)(xe By
V [Gkel)(xeBy) AN —3lel)xe )
& [(Fiel)lzxed) N (Vjel)(x¢ B
V [(GkeDzeB) A (Mel)xdA)
& (Fiel)zeA N xz¢B) VvV (Fkel)zeBy, N z¢A)
& (Fel)lreA\B) Vv (Fkel)(xe B\ A
= (felit=ivt=k)(ee 4\B, V x€B\A4)
& (Fiel)re A A B
< Trc Uie](Ai A B,),

pa ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) implicira da je zaista

(Ua)a(Us) cUnns)

iel el el

ZADATAK 2.2.9. Neka su A, B i C proizvoljni skupovi. Dokazati ili
opovrgnuti sljedece turdnge.

(0) Ac BABeC=AecC
(b)) ACBANBe(C=AcC
(c) ANBCCNAUCCB=ANC=0
(i) ABNB#C=A#C
(e) AC(BUC)Y ABC (AUQC)® = B=.

Rjesenje: Neka su A, B i C' proizvoljni skupovi.

(a) Tvrdnja nije tatna. Naprimjer, za skupove A = ), B = {0} i C =
{{0}} vrijedi A€ BiBeC,ali A¢C.
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(b) Tvrdnja nije ta¢na. Posmatrajudi iste skupove kao u (a), vrijedi A C B
iBeC aliAg¢C.

(c) Tvrdnja je tacna. Neka vrijedi AN B C C¢ i AUC C B. Tvrdimo
da AN C = (. Pretpostavimo suprotno: AN C # 0, tj. da postoji
x € AN C. Na osnovu ¢injenice da A C A U C, definicije presjeka i
datih pretpostavki,

reANC & €A N xze(C
= x€A N xzeAUC AN xze(l’
= x€A N xzeB N xze(l
= x€eANB AN xze(C
= z€C® AN z€eC,

sto je kontradikcija, te zaista vrijedi ANC = (.

(d) Tvrdnja nije tacna. Naprimjer, za skupove A = C = ) i B = {1}
vrijedi A#BiB#C,ali A=C.

(e) Tvrdnja nije tacna. Naprimjer, ako za univerzalni skup uzmemo skup
prirodnih brojeva N, a A = {1}, B = {2}, C' = {3}, onda vrijedi

{1}=AC(BUC)Y ={2,3}“ = {1,4,5,...},

{2} C(AuC)® ={1,3}¢ ={2,4,5,...},
ali B = {2} # 0.

ZADATAK 2.2.10. Neka su dati skupovi A = {a,{a,{a}}} i B =
{{a},{a,{a}}}. Odrediti elemente skupa (P(A)xP(B))N(P(B)xP(A)).

Rjesenje: Na osnovu definicije partitivnog skupa, imamo da je
P(A) ={0,{a}, {{a,{a}}},{a. {a, {a}}}},
P(B) =A{0,{{a}}, {{a,{a}}},{{a}, {a, {a}}}}.

Naravno, rjesavanje zadatka mogli bismo dalje nastaviti tako sto ispiSemo i
skupove P(A) x P(B) i P(B) x P(A), te kona¢no nademo njihov presjek,
no taj bi proces bio dugotrajan i zamoran, posebice ukoliko bi se radilo
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o skupovima A i B koji imaju mnogo viSe elemenata, pa ¢emo taj proces
skratiti koriste¢i osobine skupovnih operacija.

Zaista, na osnovu definicije presjeka, produkta i komutativnosti konjukcije,
vrijedi

(z,y) € (P(A) x P(B)) N (P(B) x P(A))
& (r,y) € P(A)xP(B) A (z,y) € P(B) x P(A)
& (rePAANyeP(B) AN (xeP(B)ANyeP(A)
& (rePA)ANzeP(B) N (yeP(A)AyeP(B))
& rzePANPB) N yePA)NPB)
& (z,y) € (P(A)NP(B)) x (P(A) NP(B))
pa
(P(A) x P(B)) N (P(B) x P(A))
= (P(A)NP(B)) x (P(B)NP(A))
= {0, {{a,{a}}}} x {0, {{a, {a}}}}
= {(0,0),(0,{{a,{a}}}), {{a,{a}}},0), ({{a,{a}}}, {{a, {a}}})}.
A

Z.adaci za samostalan rad

ZADATAK 2.2.11. U kojem su odnosu skupovi? (”Odrediti odnos”
izmedu skupova znaci dokazati da su skupovi ili jednaki ili je jedan od
podskupova podskup onog drugog, ili su skupovi disjunktni, ili niti jedan
od skupova nije podskup onog drugog.)

(¢) (A\B)U[(B\C)\ A] i BA(CU A)
(b) (BNC)\(B\A) i (BNA)\C
(¢) (A\NB)U[B\(AUC) i [A\ (B\C)U(B\C)

ZADATAK 2.2.12. Ako je A C B, svaki od skupova AN B, A\ B,
AU B, A° N B izraziti na jednostavniji nacin.
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ZADATAK 2.2.13. Neka je A; C S za sve i € I. Dokazati da tada
vrigedi:

(a) Cs(|JA) =) Cs(A)

(b) CS(OAZ') = UCS(AD-

ZADATAK 2.2.14. Neka su {A;}icr i {B;}jes dvije familije skupova.
Dokazati sljedece tvrdnje:

(@) (JA) = (UB)= |J (AixB)

i€l jeJ (i,5)eIxJ
) ((A4) x ((B) = (] (AixBy).
i€l jeJ (i,5)eIxJ

ZADATAK 2.2.15. Neka su A, B i C skupovi. Rijesiti skupovne sis-
teme, te odrediti potrebne i dovoljne uslove za jedinstvenost rjesenja.

(a) AUX=BNX iANX=CUX
(b)) ANX=X\BiX\A=C\X
(c) ANX=B\XiCUX=X\A.

2.3 Relacije i funkcije

2.3.1 Relacije

Za rjesavanje zadataka iz ove sekcije studenti/ce se prvobitno trebaju upoz-
nati sa svim pojmovima iz odgovarajuce sekcije iz skripte Teorija skupova
(Predavanja 2012/13). To su pojam relacije, domen i kodomen relacije,
kompozicija relacija i inverzna relacija, te definicije nekih najvaznijih os-
obina binarnih relacija (refleksivnost, antirefleksivnost, simetri¢nost, anti-
simetri¢nost, asimetri¢nost, tranzitivnost). Konacéno, potrebno je upoznati



POGLAVLJE 2. AKSIOMATIKA I OPERACIJE 30

se sa dvije vrste posebnih i veoma vaznih relacija - relacijom ekvivalencije i
relacijom poretka, te svim pojmovima koje uz njih vezemo: klasa ekvivalen-
cije i koli¢nicki skup, te maksimalan, minimalan, najve¢i i najmanji element,
majoranta, minoranta, supremum i infimum skupa.

ZADATAK 2.3.1. Dat je skup S = {—2,—1,0,1,2} i relacija p C Sx S
definirana sa xpy akko x* = y*. Naéi p.

Rjesenje: Na osnovu definicije relacije p, imamo
p= {(_27 _2)7 (_27 2)? (_1’ _1)’ (_1’ 1)> (Oa O)> (1’ _1)’ (1> 1)a (2> _2)> (2a 2)}

A

ZADATAK 2.3.2. Dati su skupovi A = {1,2,3,4}, B = {—1,0,1},
C ={-2,0,2} i relacije

pCAXB, zpysr+y<2,

w CBxC, zpy<axy>0.

Naci kompoziciju relacija p @ @, @ inverznu relaciju relacije .

Rjesenje: Na osnovu definicije relacija p i ¢, imamo
p= {(1> _1)> (1’ O)> (1’ 1)> (2’ _1)a (2> 0), (3> _1)}>
¥ = {(_1> _2)> (_1> 0)? (0> _2)> (Oa O)> (0’ 2)> (1’ O)> (1’ 2)}>

pa

pop ={(z,2) e AxC[(IyeB) [(wyep N (y.2)€¢]}
= {(1> _2)> (1a0)> (1’ 2)> (2’ _2)’ (2>0)a (2>2)a (3’ _2)’ (3,0)},
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ZADATAK 2.3.3. Neka su p,0,6 C A x A binarne relacije. Dokazati
da vrijede sljedece tvrdnje:

(a) (p )t =p
(b) (po

(c) (pUo)™t=ptuoc!
(@) (pno)t=ptno"
(e) po(oUd)=(poo)U(pod)
(f) po(ond)=(poa)n(pod)

o) t=0"top™

Rjesenje: U nastavku su ponudena detaljna rjesenja primjera (a), (b) i (c).
Sliéno se rjeSavaju i ostali primjeri, $to je ostavljeno studentima/cama za
vjezbu.

(a) Na osnovu definicije inverzne relacije, vrijedi

(z,y) e ()™ & (y,2)ep’
& (z,y) €p,

pa ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) implicira da je zaista
(Pt =p

(b) Na osnovu definicije inverzne relacije, kompozicije relacija i komuta-
tivnosti konjukcije, Vrijedi

(z,y) € (poo)™ & (y,7)€poo
& (Elz cA)(y,z)ea AN (z,x) €p)
s (FzeA(z,y)eoct A (z,2)ep™)
& (2 € A)(( z)ept A (zy)Eec)
& (r,y) €0 top™,

pa ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) implicira da je zaista
(poo)t=0"top™
(¢) Na osnovu definicije inverzne relacije i unije skupova, imamo

(r,y) € (pU0)™" & (y,2) €EpUa

& (y,r)€p V (y,7)€0
& (myept Vv (ryeo!
& (zy)eptUo,



POGLAVLJE 2. AKSIOMATIKA I OPERACIJE 32

pa ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) implicira da je zaista

(pUo) t=ptuc ™

ZADATAK 2.3.4. Neka je R C A x B relacija. Tada vrijedi:
(a) Di(R™") = Dy(R)
(b) Di(R) = Dy(R71)

Rjesenje:

(a) Na osnovu definicije domena, inverzne relacije i kodomena relacije, vri-
jedi
y€Di(RT) & (FzeA)((y,x) € R
& (FreA)(z,y) e R)
< ye D2(R)>

pa ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) implicira da je zaista

D1<R_1> — DQ(R)

(b) Na osnovu definicije domena, inverzne relacije i kodomena relacije, vri-
jedi
r € Di(R) & (Jye B)((xz,y) €R)
& (e B)(y.z) e R
& x e Dy(R7Y,

pa ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) implicira da je zaista

Di(R) = Dy(R™).

U skripti Teorija skupova (Predavanja 2012/13) nakon definicije najvaznijih
osobina relacija, navedena je i njihova karakterizacija, a u sljede¢em zadatku
neke od njih ¢emo i pokazati, dok se dokaz svih ostalih preporucuje za vjezbu.
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U sljede¢im zadacima ¢emo koristiti ili definiciju spomenutih osobina, ili nji-
hovu karakterizaciju, sta god od toga bude prikladnije u datom trenutku.

ZADATAK 2.3.5. Neka je p C S x S binarna relacija, i neka je A =
{(z,x) | © € S}. Dokazati sljedeée tvrdnje:

(a) p je refleksivna akko (Vx € S)(xpx)
(b) p je simetricna akko (Vz,y € S)(zpy = ypx)

(c) p je tranzitivna akko (Nx,y,z € S)(zpy A ypz = xpz)

Rjesenge:
(a) Zelimo pokazati da je p refleksivna akko (Vo € S)(zpz). Na osnovu
definicije refleksivne relacije, te definicije podskupa, imamo

p refleksivna < A Cp
& (M(teA=tep)
& (Vo e S)((z,z) € p)
& (Vo e S)(zpx).

(b) Zelimo pokazati da je p simetri¢na akko (Vz,y € S)(zpy = ypx).

=) Neka je p simetri¢na relacija, tj. neka p~! = p. Treba dokazati da
vrijedi (Vz,y € S)(zpy = ypx). U tu svrhu posmatrajmo z,y € S
proizvoljne, ali takve da vrijedi zpy. Tvrdimo da vrijedi ypz. Na
osnovu definicije inverzne relacije i simetri¢nosti relacije p, zaista
vrijedi

& (r,y)€p

& (yx)ep

& (y,2) €p

& ype.

zpy

<) Neka vrijedi (Vz,y € S)(zpy = ypx). Treba dokazati da je p
simetri¢na relacija, tj. treba dokazati skupovnu jednakost p=1 = p,
§to ¢emo uciniti pokazujuéi da vrijedi p~! C pip C p~ L.
Na osnovu definicije inverzne relacije i date pretpostavke, vrijedi
(y,2) € p' & (2,y) € p & xpy = ypr < (y,2) € p.

Na osnovu date pretpostavke i definicije inverzne relacije, vrijedi

(r,y) € p & xpy = ypr < (y,2) € p& (v,y) € p~".
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Dakle, dobili smo da vrijedi
tepl=tecp AN tcp=>tcpl,

pa imamo
te p_1 S tep,

Sto na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) znaci da je p=* = p.

(¢) Zelimo pokazati da je p tranzitivna akko (Va,y,z € S)(zpy A ypz =
Tpz).

=) Neka je p tranzitivna relacija, tj. neka pop C p. Treba dokazati da
vrijedi (Vz,y, z € S)(xpy Aypz = xpz). U tu svrhu posmatrajmo
proizvoljne z,y, z € S, ali takve da zpy i ypz. Na osnovu definicije
kompozicije relacija i tranzitivnosti relacije p, zaista vrijedi

zpy Nypz & (z,y)€p N (y,2) E€Ep
& (z,2) €Epop
= (x,2) €p

= Tpz.

<) Neka vrijedi (Vz,y,z € S)(xpyAypz = zpz). Treba dokazati da je
relacija p tranzitivna, tj. da vrijedi pop C p. Na osnovu definicije
kompozicije relacija i date pretpostavke, zaista vrijedi

(z,2) €pop & (eS(zy)ep N (y,2) €Ep)
& (yeS)(zpy N ypz)
= xpz
& (x,2) € p,

pa na osnovu definicije podskupa zakljucujemo da je po p C p.
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ZADATAK 2.3.6. Koje od datih  relacija  su  reflek-
stune/simetricne/antisimetricne/tranzitivne ?

(a) Neka je A ={1,2,3,4}, 1 R ={(1,1),(2,4),(3,3),(4,1),(4,4)} C
A x A.

(b) Neka je A skup svih trouglova u ravni. Relacija R C A x A defini-
rana je na sljedeéi nacin: (x,y) € R akko su x iy slicni trouglovi.

(¢) Neka je A = R, a relacija R C A x A definirana je na sljedeci
nacin: (x,y) € R akko je x < y.

(d) Neka je A neka familija skupova, a relacija R C A x A definirana
je na sljedeéi nacin: (x,y) € R akko je x C y.

(e) Neka je A = N, a relacija R C A x A definirana je na sljedeéi
nacin: (x,y) € R akko z|y.

(f) Neka je A = N, a relacija R C A x A definirana je na sljedeci
nacin: (x,y) € R akko su x 1y relativno prosti.

Rjesengje: U nastavku su ponudena detaljna rjesenja primjera (a), (b), (c) i
(f). Slicno se rjesavaju i ostali primjeri, Sto je ostavljeno studentima/cama
za vjezbu.

(a) Relacija R nije refleksivna jer naprimjer (2,2) ¢ R.
Relacija R nije simetricna jer naprimjer (2,4) € R, ali (4,2) ¢ R.
Relacija R je antisimetricna jer zaista ne postoje razliciti x i y takvi
da (z,y) € Ri (y,x) € R.
Relacija R nije tranzitivna jer (2,4) € Ri (4,1) € R, ali (2,1) ¢ R.

(b) Relacija R je refleksivna jer je svaki trougao slican samom sebi.
Relacija R je simetricna jer sli¢cnost trouglova x i y implicira sli¢nost
trouglova y i x.

Relacija R nije antisimetricna jer, u opéem slucaju, Cinjenica da su
trouglovi x 1 y slicni (a time i y i z zbog simetri¢nosti relacije R) ne
implicira njihovu podudarnost.

Relacija R je tranzitivna, jer ¢injenica da su trouglovi x i y sli¢ni, i y i
z sliéni, zaista implicira i slicnost trouglova x i z.

(c) Relacija R nije refleksivna jer niti za jedan realan broj x ne vrijedi
r <.
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Relacija R nije simetricna jer ¢injenica x < y ne implicira da vrijedi i
y <.
Relacija R je antisimetri¢na, jer zaista vrijedi

Vr,y e R)(z <yAhy<zxz=x=19).

Naime, prisjetimo se da, ukoliko je p netacan iskaz, implikacija p = ¢
je uvijek tacna.
Relacija R je tranzitivna, jer zaista vrijedi

(Ve ,y,z e R)(z<yAhy<z=2x<2z).

(f) Relacija R nije refleksivna jer za sve o € N\ {1} vrijedi NZD(z,x) =
x # 1. Drugim rijeCima, za sve x € N broj x nije relativno prost sam
sa sobom, tj. nije u relaciji sam sa sobom.
Relacija R je simetri¢na jer, ako vrijedi NZD(z,y) = 1,ondai NZD(y, z) =
NZD(zx,y) = 1. Drugim rije¢ima, ako su prirodni brojevi x i y rela-
tivno prosti, onda su i y i x relativno prosti.
Relacija R nije antisimetri¢na jer naprimjer NZD(2,3) = 11 NZD(3,2) =
1, ali 2 # 3. Drugim rije¢ima, ako su z i y relativno prosti (a time i y i
x zbog simetri¢nosti relacije R), to ne znaci da su oni jednaki.
Relacija R nije tranzitivna jer naprimjer NZD(2,3) =11 NZD(3,8) =
1,ali NZD(2,8) = 2 # 1. Drugim rije¢ima, ako su z i y relativno prosti,
y i z relativno prosti, to ne znaci da su i x i z relativno prosti.
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ZADATAK 2.3.7. Neka su R, R C A x A relacije. Koje od navedenih
turdngi su tacne? Objasniti.

(a) Ako je R simetricna, onda je R™' simetricna.

(b) Ako je R antisimetricna, onda je R™' antisimetricna.

(c) Ako je R refleksivna, onda je RN R~ # (.

(d) Ako je R simetricna, onda je RN R~ # ().

(e) Ako su R i R tranzitivne, onda je RU R’ tranzitivna.

(f) Ako su R i R tranzitivne, onda je RN R’ tranzitivna.

(9) Ako su R i R' antisimetriéne, onda je RU R’ antisimetric¢na.
(h) Ako su R i R antisimetricne, onda je RN R’ antisimetricna.
(i) Ako su R i R’ refieksivne, onda je RU R’ refleksivna.

(7) Ako su R i R’ refieksivne, onda je RN R’ refleksivna.

(k) Ako su R i R' simetricne, onda je RU R' refleksivna.

(1) Ako su R i R simetricne, onda je RN R refleksivna.
(m) Ako je R tranzitivna, onda je i R™' tranzitivna.

(n) Ako je R refleksivna, R bilo koja relacija, onda je RU R' reflek-
sna.

(o) Ako je R antirefleksivna i tranzitivna, onda je R antisimetricna.

Rjesenje: U nastavku su ponudena detaljna rjesenja primjera (a), (b), (c),
(d), (e) i (f). Slicno se rjesavaju i ostali primjeri, $to je ostavljeno studen-
tima/cama za vjezbu.

(a) Tvrdnja (a) je tacna. Zaista, na osnovu definicije simetri¢ne relacije i
ranije dokazane ¢injenice (R™1)~! = R, vrijedi

R simetricna < R '=R

& Rl= (R‘l)_1
o= (R—l)—l — R—l
=

R~ simetri¢na.
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(b) Tvrdnja (b) je tactna. Zaista, na osnovu definicije antisimetri¢ne relacije,
ranije dokazane ¢injenice (R71)~! = R i komutativnosti presjeka, vri-
jedi

R antisimetricna < RNR'CA

& (RFYHYINR1TCA

& RIN(RYHICA

& R7! antisimetri¢na.

(¢) Tvrdnja (c) je tacna, osim u posebnom slucaju A = (). Zaista, na osnovu
definicije refleksivne, dijagonalne i inverzne relacije, imamo

R refleksivna < ACR
& (Vo e A)((z,z) € R)
& (Vz e A)((x,z) € R
& ACR!

Dakle, A C RN R™!, pa zaista vrijedi RN R™! # () (osim u slucaju
A=10).

(d) Tvrdnja (d) je tacna, osim u posebnom slucaju R = (). Zaista, na
osnovu definicije simetri¢ne relacije

R simetritcna < R '=R
pa RNR™' = R # () (osim u slucaju R = 0).

e) Tvrdnja (e) nije tacna. Zaista, pokusamo li dokazati ovu tvrdnju, naiéi
J J J
¢emo na problem.

Naime, neka su R i R’ tranzitivne relacije, tj. neka vrijedi Ro R C R i
R’ oR' C R'. Da bi relacija RU R’ bila tranzitivna, trebalo bi da vrijedi
(RUR)o (RUR') C RU R Medutim, na osnovu ranije dokazane
tvrdnje i tranzitivnosti relacija R i R’ imamo

(RUR)o (RUR) [(RUR)oRJU[(RUR')o R

= (RoR)U(RoR)U(RoR)U(R oR')
C RU(RoR)U(RoR)UR,

pa ocito ne mora da vrijedi (RUR')o (RUR') C RUR'.

Pokazimo da navedena tvrdnja nije tacna i na drugi nacin, koristec¢i
karakterizaciju tranzitivnosti. Neka vrijedi

R tranzitivna < (Vz,y,z € A)((z,y) € RA(y,z) € R = (z,2) € R),
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R tranzitivna &  (Vz,y,2 € A)((z,y) € R'A(y,2) € R = (z,2) € R).
Da bi relacija R U R’ bila tranzitvina, trebalo bi da vrijedi

(Vz,y,2 € A)((z,y) e RUR' A (y,2) e RUR = (z,2) € RUR).
Medutim,

(r,y) e RUR" A (y,z2) € RUR
& [zyeR vV (wyeR] AN [y2)eRk Vv (y2)ekR]

sto je tacno i u slucaju (z,y) € RA (y,z) € R, sto dalje oc¢ito ne
implicira (z,z) € RUR' (jer se ne mozemo pozvati ni na tranzitivnost
relacije R, niti na tranzitivnost relacije R’). Zaista, posmatramo li
skup A = {1,2,3}, i na njemu tranzitivne relacije R = {(1,2)} i R’ =
{(2,3)}, uocavamo da relacije RU R’ = {(1,2), (2, 3)} nije tranzitivna.

Tvrdnja (f) je taéna.

Naime, neka su R i R’ tranzitivne relacije, tj. neka vrijedi Ro R C R
i R o R C R Zelimo pokazati da je relacija R N R’ tranzitivna, tj.
zelimo pokazati da vrijedi (RN R')o (RN R') € RN R'. Na osnovu
ranije dokazane tvrdnje i tranzitivnosti relacija R i R', zaista vrijedi

(RNR)o(RNR) = [(RNR)oR|N[(RNR)o R
(RoR)N(RoR)N(RoR)N(R o R
RN(RoR)N(RoR)NR '
RNR

NN

pa na osnovu definicije podskupa (RN R )o(RNR) C RN R

Pokazimo tacnost navedene tvrdnje i koriste¢i karakterizaciju tranzi-
tivnosti. Neka vrijedi

R tranzitivna & (Va,y,2 € A)((z,y) € RA(y,2) € R = (z,2) € R),

R tranzitivna &  (Vz,y,2 € A)((z,y) € R'A(y,2) € R = (z,2) € R).

Zelimo pokazati da je RN R’ tranzitivna, tj. zelimo pokazati da vrijedi

(Vz,y,2 € A)((z,y) e RNR' AN (y,2) e RNR = (x,2) € RN R').
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U tu svrhu posmatrajmo x,y, z € A takve da vrijedi (z,y) € RN R' A
(y,z) € RNR'. Tvrdimo da vrijedi (z, z) € RNR'. Na osnovu definicije
presjeka, komutativnosti konjukcije i datih pretpostavki, vrijedi

r,y) ERNR AN (y,2) € RNR

(
& [zy)eR N (zyeR] N [yz)eR AN (y,2)€R]
& lay)eR A (2)eR A [wyeR A (y2)€R
= (z,2)€eR AN (zr,2)€R
& (r,z) e RNR
A
ZADATAK 2.3.8. Kako izgleda grafik refiek-

siune/simetricne/antisimetricne relacije?

Rjesenje: Grafik refleksivne relacije sadrzi dijagonalu, grafik simetricne relacije
simetrican je u odnosu na dijagonalu, dok grafik antisimetri¢ne relacije ne
sadrzi niti jedan par razlic¢itih tacaka koje su simetri¢ne u odnosu na dijago-
nalu. A

ZADATAK 2.3.9. Da li relacija moZe istovremeno biti simetricna 1
antisimetricna?

Rjesenje: Svaka relacija p C A istovremeno je i simetri¢na i antisimetri¢na,
jer tada ocito vrijedii pt=pipNpt=pNp=pC A A

ZADATAK 2.3.10. Neka je A = {1,2,3}. Dati primjer relacije R C

A x A koja nije niti simetri¢na niti antisimetricna!

Rjesenje: Relacija R = {(1,2),(2,1),(2,3)} nije niti simetri¢na niti anti-
simetricna. Zaista, (2,3) € R, ali (3,2) ¢ R, pa relacija R nije simetri¢na.
Kako vrijedi (1,2) € Ri (2,1) € R, ali 1 # 2, relacija R nije antisimetri¢na.
A
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ZADATAK 2.3.11. Dokazati da su sljedece relacije relacije ekvivalen-
cije.

(a) p CAx A, A={1,2,3,4,6,12}, xpy akko su x iy iste parnosti.
Nacéi sve klase ekvivalencije.

(b) pC Ax A A=NxN, (a,b)p(c,d) akko ad = be.
(c) pC Ax A, A=NxN, (a,b)p(c,d) akko a+d="0b+c.
(d) pC Ax A, A=17, xpy akko 2|x +y. Nacéi A/,.

(e) pC Ax A, A={1,2,..,15}2 (a,b)p(c,d) akko ad = be. Naéi klasu
ekvivalencije elementa (3,2).

(f) pC Ax A A=R, zpy akko |x| = |y|. Naci klase ekvivalencije.

(9) p C AxA, A =R, zpy akko z+x* = y+y*. Naéi klasu ekvivalencije
elementa 0.

(h) pC Ax A, A=R, zpy akko (2* — y?)(2*y* — 1) = 0. Naéi klase
ekvivalencije [0],, (1], i [2],.

(i) p C Ax A, A=R\{0}, zpy akko 2* + & = y> + y% Nacéi klasu
ekvivalencije [3],.

G) p € Ax A A =R, zpy akko (x + y)(xr —y) = 0. Naéi klase
ekvivalencije [0], i [7],.

(k) pC Ax A, A=N, zpy akko x =y mod 5.
(1) pC AxA,
A = {Alma, Mirela, Maja, Sanja, Sanjin, Aida, Adnan, Neven},

xpy akko imena osoba x iy pocinju istim slovom. Naéi A/,.

Rjesengje: U nastavku su ponudena detaljna rjesenja primjera (d), (e) i (h).
Sliéno se rjeSavaju i ostali primjeri, $to je ostavljeno studentima/cama za
vjezbu.

(d) Neka je p C Z x Z relacija data sa xpy akko 2|z + y.
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(R) Zelimo pokazati da je p refleksivna relacija, tj. da
(Vo € Z)(2|x + x),

Sto je o¢ito tacno jer 2|2z = z + .

(S) Zelimo pokazati da je p simetriéna relacija, tj. da
Ve,y € Z)2lz+y = 2ly+ux),

Sto je tacno jer je sabiranje komutativna operacija u Z, pa 2|y+x =
T +y.

(T) Zelimo pokazati da je p tranzitivna relacija, tj. da
(Vz,y,2 € Z)2lze+y AN 2ly+z = 2z+=z).

U tu svrhu posmatrajmo x,y, z € Z takve da 2|z +y i 2|y + z. To
znac¢i da postoje m,n € Z takvidajex+y =2miy+z = 2n, pa
jex+z=0C2m—y)+ (2n—y) =2(m+n—y), tj. zaista vrijedi
2|z + 2.

Na osnovu (R), (S) i (T) zaklju¢ujemo da je p relacija ekvivalencije.
Na osnovu definicije koli¢nickog skupa, imamo

A/p = {[x]p|x€A}

Hye Alzpy} |z € A}
HyeAl2r+y}|re A}

= {{...,—=4,-2,0,2,4,... },{...,=3,-1,1,3,5,.. . }}.

(e) Nekaje p C {1,2,...,15}2x {1,2,...,15}? relacija data sa (a, b)p(c, d)
akko ad = bc.

(R) Zelimo pokazati da je p refleksivna relacija, tj. da
(V(a,b) € {1,2,...,15}*)(ab = ba),

sto je tacno zbog komutativnosti mnozenja.

(S) Zelimo pokazati da je p simetriéna relacija, tj. da
(V(a,b), (c,d) € {1,2,...,15}*)(ad = bc = cb = da),

sto je ponovno tacno zbog komutativnosti mnozenja.



POGLAVLJE 2. AKSIOMATIKA I OPERACIJE 43

(T) Zelimo pokazati da je p tranzitivna relacija, tj. da

(V(a,b), (c,d), (e, f) € {1,2,...,15}*)(ad = beAcf = de = af = be).

U tu svrhu posmatrajmo (a, b), (¢,d), (e, f) € {1,2,...,15}2 takve
da ad = bc i c¢f = de. Mnozenjem ove dvije jednakosti dobijamo
adcf = bede, tj. zbog komutativnosti mnozenja acdf = bede, a
zatim dijeljenjem ove jednakosti da dc # 0 dobijamo af = be.

Na osnovu (R), (S) i (T) zaklju¢ujemo da je p relacija ekvivalencije.
Odredimo klasu ekvivalencije elementa (3, 2).

[3,2)], = {(a,;b) €{1,2,...,15}* | (a,b)p(3,2)}
= {(a,b) € {1,2,...,15}* | 2a = 3b}
= {(3,2),(6,4),(9,6), (12,8), (15,10)}.
(h) Neka je p C R x R relacija data sa zpy akko (2% — y?)(z%y*> — 1) = 0.
(R) Zelimo pokazati da je p refleksivna relacija, tj. da
(Vr € R)((z* — 2?)(2* — 1) = 0),
§to je ocito tacno jer 22 — 2% = 0.
(S) Zelimo pokazati da je p simetri¢na relacija, tj. da
(Vz,y € R)((z*~y*)(2*y*~1) =0 = (y°—2”)(y*2*~1) =0),
Sto je tacno jer (y? — 2?)(y?z? — 1) = — (2% — y?)(2%y* — 1) = 0.

(T) Zelimo pokazati da je p tranzitivna relacija, tj. da

(Vz,y,z e R)( (2* —=9*)(z®y* = 1) =0 A (=2 (2 -1) =

= (@ -22)(2*22-1)=0).

U tu svrhu posmatrajmo z,y, z € R takve da (22 —y?)(2?y*—1) =
01 (y? — 2%)(y?22 — 1) = 0. Na osnovu distributivnosti konjukcije
prema disjunkciji i tautalogije p V p < p, imamo

(@ —y)(@®y? = 1) =0 A (y*—2")(y?2" = 1) =0
(2% = ¢? \/:)syzl) AN (P =22VvyRt=1)

te0

(@ =y ny? =27 V(@Y = 1Ayt =27

v x2:y2/\y2z2:) Vo (2P =1Ay%22 = 1)
x 222 Vo ox?2i=1 v a2?=2?
x? 1

(552 22)(2%2% — 1) = 0.

el

0

(2 =y?vaiy? = DAy* =221 V@ =y? Vaty = ) Ay*e? =

1
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Na osnovu (R), (S) i (T) zakljucujemo da je p relacija ekvivalencije.
Odredimo klase ekvivalencije [0],, [1], i [2],.

0, = {rcR|ap0)
{zeR| (22 —-0%)(2*-0*—-1) =0}
= {zeR|-2*=0}
= {0},

1, = {veR|wp}
= {zeR|2? (22 —1?)(2*-12—-1) =0}
= {zeR|z? (2> -1)? =0}
= {_1>1}a

2, = {oeR|mp2)
{r eR| (22 —22)(2*-22 — 1) = 0}
= {zeR| (2 —-4)(42? - 1) =0}
= {-2,2,-11}.

ZADATAK 2.3.12. Neka su R, R C A x A relacije ekvivalencije.
Dokazati da vrijede sljedece tvrdnje.

(a) R™' je relacija ekvivalencije.

(b) Ro R je relacija ekvivalencije akko Ro R' = R’ o R.

Rjesenje: Neka su R, R’ C A x A relacije ekvivalencije.

(a) Trebamo pokazati da je i R™! relacija ekvivalencije, tj. da je R™!
refleksivna, simetri¢na i tranzitivna.

(R) Zelimo pokazati da je R~! refleksivna relacija, tj. da A C R
Na osnovu refleksivnosti relacije R i definicije inverzne relacije,
imamo sljedeéi niz implikacija:

(r,z) e A = (z,x) €R
= (z,r) € R7Y,

pa na osnovu definicije podskupa zaista vrijedi A C R71L.
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(S) Zelimo pokazati da je R~! simetricna relacija, tj. da (R™")~' =
R™!. Kako vrijedi (R™!)™! = R, treba pokazati da je R = R},
Sto je tacno jer je po pretpostavci R simetricna relacija.
(T) Zelimo pokazati da je R~! tranzitivna relacija, tj. da R~'o R~' C
R~!. Na osnovu definicije kompozicije relacija i inverzne relacije,
komutativnosti konjukcije, tranzitivnosti relacije R, imamo sljedec¢i
niz implikacija:

(v,y) € R o R

tisede
FEE DD
m
o

pa na osnovu definicije podskupa zaista vrijedi R~'o R~ C R~
Dakle, R~! je relacija ekvivalencije.
(b) Trebamo pokazati da je Ro R’ relacija ekvivalencije akko RoR' = R'oR.

=) Neka je R o R relacija ekvivalencije. Trebamo pokazati da je
Ro R = R o R. Na osnovu simetricnosti relacije R o R’, ranije
dokazane ¢injenice da (Ro R')™' = R'~' o R™! i simetri¢nosti
relacija R’ i R, imamo

RoR = (RoR)™!

R/—l o R—l
= R oR.

<) Neka je Ro R = R o R. Trebamo pokazati da je R o R’ relacija
ekvivalencije.
(R) Zelimo pokazati da je Ro R’ refleksivna relacija, tj. da vrijedi
A C RoR'. Na osnovu refleksivnosti relacija R’ i R i definicije
kompozicije relacija, zaista vrijedi

(z,z) e A = z€R AN z€R
& (Ja=ze€A)((r,a) e R N (a,z) € R)
& (r,x) € Ro R,

pa na osnovu definicije podskupa zaista vrijedi A C Ro R'.
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(S) Zelimo pokazati da je Ro R’ simetricna relacija, tj. da vrijedi
(Ro R')™' = Ro R'. Na osnovu ranije dokazane Cinjenice
(Ro R)™' = R'~1 o R}, simetri¢nosti relacija R’ i R, i date
pretpostavke R o R’ = R’ o R, zaista vrijedi

(ROR/)—I — R/—l OR—I
= ROoR
= RoR.

(T) Zelimo pokazati da je Ro R’ tranzitivna relacija, tj. da vrijedi
(RoR')o(RoR') C RoR'. Na osnovu definicije kompozicije
relacija, tautologije

(B2)(P(2)) A By) Q)] < (F2)(3y) (P () A Q(y)),

komutativnosti konjukcije, date pretpostavke Ro R’ = R'o R
i tranzitivnosti relacija R’ i R, zaista vrijedi

(z,y) € (Ro R)o (Ro R)
< (da € A)[(z,a) e RoR N (a,y) € Ro R
& (da€ A)[(Fb e A)((z,b) € R A (bya) € R)

A (Jee A)((a,c) € RN (c,y) € R)]

(Ja € A)(Fbe A)(Fce A)

[((z,b) € RN (bya) e R) A ((a,¢) € R AN(c,y) € R)]

(Ja € A)(Fbe A)(Fce A)

[(z,0) e R N ((bya) € RA(a,c) e R) N (cy) € R]

(Fbe A)(3c e A)

[(z,0) e R N (Ja€ A)((bya) e RA(a,c) e R) N (cy) € R]

(Fbe A)(3c € A)

[(z,0) e R N (bye)e RoR A (cy)€ R]
& (Fbe A)(Ice A)

[(z,b) e R N (bje)e RoR AN (cy) € R]

(Fbe A)(3c e A)

[(z,b) e R N (Ide€ A)((b,d) € R N(d,c) e R) AN (cy) € R]

(Fbe A)(ce A)(Id € A)

[(z,0) e R N ((byd)e R N(d,c) e R) N (cy) € R

(Fbe A)(Bce A)(Id € A)

[((z,b) e R AN(b,d) e R)) N ((d,c) € RA(c,y) € R)]

(3d € A)[(Fb € A)((x,b) € R A (b,d) € R)
A (Fee A)((d,c) € RA(c,y) € R)]
(3d € A)((x,d)e RRo R AN (d,y) € RoR)
(Fde A)((x,d)e R N (d,y) € R)
(r,y) € Ro R,

T4 e
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pa na osnovu definicije podskupa zaista vrijedi (Ro R')o (Ro
R)C RoR.
Na osnovu (R), (S) i (T) zaklju¢ujemo da je p relacija ekvivalen-
cije.

ZADATAK 2.3.13. Dokazati da su sljedeée relacije relacije poretka.
Da li su to relacije potpunog uredenja?

(a) pC Ax A, A="P(S) (S#0), MpN akko M C N.
(b)) pC Ax A A=P(S) (S#W0), MpN akko M \ N = 0.
(c) pCAx A A=N, zpy akko z|y.

Rjesenge: U nastavku su ponudena detaljna rjesenja primjera (a) i (b). Sliéno
se rjesavaju i ostali primjeri, Sto je ostavljeno studentima/cama za vjezbu.

(a) Neka je p CP(S) x P(S) relacija data sa MpN akko M C N.
(R) Zelimo pokazati da je p refleksivna relacija, tj. da
(VM € P(S))(M C M),
sto je ocito tacno na osnovu definicije podskupa.
(AS) Zelimo pokazati da je p antisimetricna relacija, tj. da
(VM,NeP(S)(MCN AN NCM = M=N),

Sto je ocito tacno na osnovu definicije podskupa i ZF1 (Aksiom
ekstenzionalnosti).

(T) Zelimo pokazati da je p tranzitivna relacija, tj. da
(VM,N,PeP(S)MCN AN NCP = MCP),
sto je ta¢no na osnovu definicije podskupa i tranzitivnosti imp-
likacije.

Na osnovu (R), (AS) i (T) zakljucujemo da je p relacija poretka. Relacija
p nije relacija potpunog uredenja, jer mogu postojati skupovi M, N €
P(S) takvi da ne vrijedi ni M C N, ni N C M. Naprimjer, za skupove
S={1,2}, M={1}i N ={2}, imamo M  Ni N ¢ M.
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(b) Neka je p C P(S) x P(S) relacija data sa MpN akko M\ N = 0.
(R) Zelimo pokazati da je p refleksivna relacija, tj. da
(VM € P(S))(M\ M =0),

sto je ocito tacno na osnovu definicije razlike skupova.

(AS) Zelimo pokazati da je p antisimetricna relacija, tj. da
(VM,N e P(S)(M\N=0 AN N\M=0 = M=N).

Neka su M,N € P(S) takvi da M\ N = 0 i N\ M = 0.
Zelimo pokazati da je M = N. Pretpostavimo suprotno, tj. pret-
postavimo da vrijedi M # N. Na osnovu ZF1 (Aksiom eksten-
zionalnosti), definicije razlike skupova i tautologije (Jz)(P(z) V

Q(x)) & [(x)(P(x)) V (Fr)(Q(x))] imamo

M#N & (TreS)fzeMnAnxz¢N) V (xeNAx¢gM)
& (JreS)xe M\N V zeN\M)
& (JreS)(zreM\N) VvV (JzeS)(zreN\M)
& M\N#0 Vv zeN\M#0D,

sto je kontradikcija. Dakle, zaista vrijedi M = N.

(T) Zelimo pokazati da je p tranzitivna relacija, tj. da
(VM,N,P e P(S)(M\N=0 AN N\P=0 = M\P=0).

Neka su M, N, P € P(S) takvida M\ N = (i N\ P = 0.
Zelimo pokazati da je M \ P = (). Pretpostavimo suprotno, tj.
pretpostavimo da vrijedi M \ P # (. Na osnovu definicije raz-
like skupova, jednostavne tautologije p < p A T, distributivnosti
konjukcije prema disjunkciji, imamo

M\P#0
(Jz € S)(x € M\ P)
(Fzx e S)(xe MANz¢P)
(FzxeS)|[(zreMAx¢gP) N (xeNVzx¢gN)
(FzeS){[zeMNANz¢g P)ANzeN] V [(xeMANx¢P)ANx¢ N|}
(Fre SH{{(re MAx e N)AN(z ¢ PNz e N)
V [(teMANxzg N)AN(x¢g PNz ¢ N)
= (FreS)(reNAx¢gP) V (zeMANx¢N)|
& (GxeS)(reN\P V ze€M\N)

teoee

sto je kontradikcija. Dakle, zaista vrijedi M \ P = ().
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Na osnovu (R), (AS) i (T) zakljucujemo da je p relacija poretka. Relacija
p nije relacija potpunog uredenja, jer mogu postojati skupovi M, N €
P(S) takvi da ne vrijedi ni M \ N = (), ni N\ M = (. Naprimjer, za
skupove S = {1,2}, M = {1} i N = {2}, imamo M \ N = {1} # 0 i
N\ M={2} #0.

Primjetimo da na osnovu definicije praznog skupa, razlike skupova, De
Morganovih zakona za disjunkciju, jednostavne tautologije (—pV q) <
(p = q) vrijedi

M\N =0

—wEM\/xEN)
:ceM:>xeN)

/‘\/‘\r—|/-\

teote

tj. relacije (a) i (b) su ekvivalentne, pa je bilo dovoljno ispitati osobine
(R), (AS) i (T) samo za jednu od njih.

ZADATAK 2.3.14. Neka je R C X x X relacija poretka i neka je
S C X. Tada je RN (S x S) relacija poretka. Dokazati.

Rjesenge:
(S) Zelimo pokazati da je RN (S x S) refleksivna relacija, tj. da Ag C

RN (S x S). Kako je R refleksivna vrijedi Ag C A C R, a zbog ocite
¢injenice Ag C S x S dalje dobijamo da je zaista Ag C RN (S x 5).

(AS) Zelimo pokazati da je RN (S x S) antisimetricna relacija, tj. da [RN(S x
S)N[RN(SxS)]™* C Ag. Na osnovu ranije dokazane ¢injenice [RN(.S %
S)7t = RN (S x S)~!, komutativnosti presjeka i antisimetri¢nosti
relacije R, zaista vrijedi

[RN(SxS)N[RN(S x S§)? [RN(SxS)]N[RIN(S xS
[RN(SxS)N[RIN(S xS
(RNRHN(SxS)
AN(Sx9)

Ag.

IH1n 1
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(T) Zelimo pokazati da je RN (S x S) tranzitivna relacija, tj. da [RN (S x
S))o[RN (S xS) € RN(S xS). Na osnovu definicije kompozicije

relacija, definicije presjeka, komutativnosti konjukcije, ¢injenice

B2)(P(z) AQ(z)) = [(Fr)(P(2)) A (3r)(Q(2))],

tranzitivnosti relacije R i definicije produkta, imamo

,y) E[RN(S % S)|o[RN(S x S)]
EIaEX[( a) ERN(SxS) A (a,y) € RN(S x9)]
(x,a) € RA(x,a) € SxS) AN ((a,y) € RA (a,
(,)eR/\(a,y)eR) A ((:c,a)eSxS/\(
zr,a) € RA(a,y) € R) A
z,a) € S X SA(a,y) € Sx09)

Y ERoR A (xESAyES)
ry) €eR AN (r,y) €S xS
)

Tt

T4l

pa na osnovu definicije podskupa zaista vrijedi

[RN(SxS)|o[RN(Sx )] CRN(SxS).

y) €S x9)
y) € S x.9)]

Na osnovu (R), (AS) i (T) zakljucujemo da je RN (S x ) relacija poretka.

A

ZADATAK 2.3.15. Neka je X = {Ilvana, Aida, Milos, Alma, Ivan} i

{ (Ilvana, Ilvana), (llvana, Aida), (Ilvana, Milos),
(Ilvana, Ivan), (Aida, Aida), (Milos, Alma), (Ivan, Ivan) }.

(a) Dopuniti relaciju p € X x X do nagmanje relacije poretka.
(b) Naéi minimalne i maksimalne elemente skupa (X, p).
(¢) Naéi nagmangi i najveéi element skupa (X, p).

(d) Naci infimum 1 supremum skupa (A,p), gdje je A =
{Ilvana, Milos}.

Rjesenje:
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(a) Da bi p bila relacija poretka, treba biti refleksivna, antisimetricna i
tranzitivna. Da bi p bila refleksivna, potrebno je dodati elemente
(Milos, Milos), (Alma, Alma). Relacija p je ve¢ antisimetricna. Kako
(Ilvana, Milos)e p i (Milos, Alma)e p, da bi relacija p bila tranzitivna
potrebno je dodati i element (Ivana, Alma). Dakle,

p = { (Ilvana, Ilvana), (Ilvana, Aida), (Ilvana, Milos), (Ilvana, Ivan),
(Aida, Aida), (Milos, Alma), (Ivan, Ivan), (Milos, Milos),
(Alma, Alma), (Ilvana, Alma) }.

(b) Minimalni element skupa X je Ilvana, jer ne postoji nijedan element u
X koji je manji od Ilvane osim nje same, tj. ne postoji nijedan =z € X,
x # llvana takav da (x, Ilvana) € p.
Maksimalni elementi skupa X su Aida, Ivan, Alma jer ne postoji ni-
jedan element u X koji je veéi od njih, osim njih samih. Naprimjer,
Aida je maksimalni element skupa X jer ne postoji nijedan x € X, x #
Aida takav da (Aida, x) € p.

(¢) Najmanji element skupa X je Ilvana, jer je to minimalni element koji je

uporediv sa svim elementima skupa X. Drugim rijeCima, za sve x € X
vrijedi (Ilvana, x) € p.
Najveci element skupa X ne postoji, jer ne postoji nijedan maksimalni
element skupa X koji je uporediv sa svim elementima skupa X, tj. ne
postoji m € X takav da za sve x € X vrijedi (z,m) € p. Isto smo mogli
zakljuciti pozivajuci se na rezultat da ukoliko postoji najveéi element
skupa, on je ujedno i jedinstven maksimalan element tog skupa, a na
osnovu (b) poznato je da skup X ima nekoliko razli¢itih maksimalnih
elemenata.

(d) Neka je A = {Ilvana, Milos}.

Na osnovu defnicije, infimum skupa A je najveci element skupa svih
minoranti skupa A u X. Minoranta skupa A su svi elementi x € X
koji su manji i od Ilvane i od Milosa, tj. svi elementi x € X za koje
vrijedi (z, Ilvana) € p i (z, Milo§) € p. Tu osobinu zadovoljava jedino
[lvana, jer vrijedi (Ilvana, Ilvana)€ p i (Ilvana, Milos)€ p, pa je skup
svih minoranti skupa A u X skup { Ilvana }. Dakle, infimum skupa A
u X je najveci element ovog skupa, pa je inf A =Ilvana.

Na osnovu defnicije, supremum skupa A je najmanji element skupa svih
majoranti skupa A u X. Majoranta skupa A su svi elementi z € X koji
su veéi i od Ilvane i od Milosa, tj. svi elementi z € X za koje vri-
jedi (Ilvana, z) € p i (Milos, ) € p. Tu osobinu zadovoljavaju Milos
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i Alma, jer vrijedi (Ilvana, Milog)e p i (Milos, Milos)e p, te (Ilvana,
Alma)e p i (Milos, Alma)e p,pa je skup svih majoranti skupa A u
X skup {Milog, Alma}. Dakle, supremum skupa A u X je najmanji
element ovog skupa, pa je sup A =Milos. Primjetimo da najmanji el-
ement skupa svih majoranti {Milog, Alma} odredujemo isto kao sto
smo odredivali najmanji element skupa X u zadatku (c), trazedi ele-
ment tog skupa koji je manji od svih. Kako (Milos, Alma)e p i (Milos,
Milos)€ p, to ustvari znaci da je Milo§ najmanji element posmatranog
skupa.

Sve navedene tvrdnje jednostavno provjeravamo koristeci se sljede¢im dija-
gramom.

Alma

Aida Milos Ivan

Ilvana

ZADATAK 2.3.16. Neka je p C Ny x Ny relacija poretka definirana na
sljedeci nacin
xpy akko x|y.

Da li skup (N, p) ima najmangi i najveéi element?

Rjesenje: Na osnovu definicije, a € Ny je najmanji element akko za svaki
r € Ny vrijedi alz, pa je a = 1 najmanji element. Na osnovu definicije,
b € Ny je najveéi element akko za svaki x € Ny vrijedi x|b, pa je b = 0
najveéi element. A
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ZADATAK 2.3.17. Dat je skup A = {13,3,18, —1}. Skup (P(A),C) je

parcijalno ureden.
(a) Odrediti najmangi i najveéi element skupa P(A).

(b) Za skup X = {{13,18},{13,—1},{13}} C P(A) odrediti skup ma-
joranti, skup minoranti, te sup X, inf X.

Rjesenje:

(a) Na osnovu definicije, M € P(A) je najmanji element akko za svaki
S € P(A) vrijedi M C S, pa je M = () najmanji element. Na osnovu
definicije, N € P(A) je najvedi element akko za svaki S € P(A) vrijedi
S C N, pa je N = A najveci element.

(b) Na osnovu definicija majorante i minorante, skup majoranti skupa X je
{{13,18, -1}, A}, a skup minoranti skupa X je {0),{13}}. Supremum
je najmanja majoranta, pa je sup X = {13,18, —1}. Infimum je najveca
majoranta, pa je inf X = {13}.

A

Zadaci za samostalan rad

ZADATAK 2.3.18. Neka su X = {1,3,a},Y = {2,5, 2}. Sta od nave-
denog predstavlja relaciju iz skupa X u skup Y?

(a) 0

(b) {(3,2),(3,5), (a,5), (a, 2)}
(c) (1,5)

(d) {(a,5)}

(e) {3}

(f) {(1,2),(3,2)}

(9) X
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ZADATAK 2.3.19. Neka su binarne relacije Ry i Ry date tablicno

Rila b ¢ d
a |1 1 0 O
b |1 1 0 O
c |0 0 1 1
d |0 0 1 1

Ry|la b ¢ d
a |1 1 1 0
b |1 1 1 0
c |1 1 1 0
d |0 0 0 1

Odrediti relacije Ry*, Ry', Ry U Ry, Ry N Ry.

ZADATAK 2.3.20. Dati su skupovi A = {x € Z | —=2 < x < 2},
B={xe€Z|-1<z<1}, C={xeN|x <5} irelacije

pCAXB, zpysao+y>0,

wCBxC, zpysar+y<4

Naéi (pop)~L.

ZADATAK 2.3.21. Odrediti inverznu relaciju relacije p C N x N, ako
je

(a) p=A{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}

(b) p=10

(c) p je relacija "<”

» ”

(d) p je relacija 7=
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ZADATAK 2.3.22. Nekaje X ={0,1,2,3}. Koji od navedenih skupova

su refieksivne relacije nad skupom X7

(a) p=10

(b) p=1{(0,0)}

(c) p=1{(0,0),(1,1),(2,2),3}

(d) p={(0,0),(1,1),(3,3),(2,3),(2,2)}
(e) p=1{(2,2)}

(f) p=XxX

(9) p=1(0,0),(1,2),(0,1),(1,1),(2,2),(3,2),(3,4), (3,3)}

ZADATAK 2.3.23. Neka je X = {a,b,c,d,e}. Dopuniti relaciju p do
najmanje refleksivne relacije, ako je

ZADATAK 2.3.24. Neka je X = {a,b,c}. Dopuniti relaciju p =
{(a,b), (b, ¢), (c,b)} do najmanje simetricne relacije.

ZADATAK 2.3.25. Neka je X = {1,2,3}. Da li je p = {(1,1)}
simetri¢na relacija nad skupom X7 A antisimetriéna?
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ZADATAK 2.3.26. Neka su X = {1,2}, ¥ = {1,2,3},
{1,2,3,4}. Da li je p = {(1,2),(1,1),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)} antz—
simetric¢na relacija nad skupom X7 A nad skupom Y7 A nad skupom

Z7

ZADATAK 2.3.27. (a) Dalijep={(1,1),(1,2),(2,1),(3,1),(1,3)}
tranzitivna relacija nad skupom X = {1,2,3}7

(b) Da li je relacija p, gdje je xpy akko 2 | xy, tranzitivna relacija nad
skupom prirodnih brojeva?

(c) Ako je X = {a,b,c}, dopuniti relaciju p = {(a,b),(b,c),(c,b)} do

najmange tranzitivne relacije.

ZADATAK 2.3.28. Relaciju R C A x A, A = {7,a,t}, R =
{(7,a), (a,t),(t,t)} dopuniti do najmanje

(a) relacije ekvivalencije

(b) relacije poretka

ZADATAK 2.3.29. Neka je S skup svih pravih u ravni, i neka je p C
S x S relacija data sa

ppq akko pl|q.

Dokazati da je p relacija ekvivalencije, te naci klasu ekvivalencije za pravu
y = 8.
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ZADATAK 2.3.30. Neka je S = {a,b,c} i neka su p1,ps,p3 €S xS

relacije ekvivalencije takve da
S/Pl = {{a7 b}7 {C}},

5/ = {{a}, {b}, {c}},
S/P3 = {{a,b, c}}.
Odrediti py, p2, ps3.

ZADATAK 2.3.31. Da li je ”=" relacija poretka nad skupom R? Obra-
zloZiti odgovor.

ZADATAK 2.3.32. Na skupu X = [1,400) data je relacija p na sljedeci
nacin
zpy akko x(y® +1) < y(x* + 1).

(a) Dokazati da je p relacija poretka.
(b) Dokazati da je 1 najveéi element skupa (X, p).

(¢) Odrediti minimalan, maksimalan, najmangi i najveéi element skupa
(M, p), gdje je M = {-2,0,3,3,3}.

529 99

ZADATAK 2.3.33. Dokazati da je p C N x N definirana sa
xpy akko xy < y?

relacija poretka. Odrediti (ako postoje) najmangi, najveéi, minimalni i
maksimalni element.
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ZADATAK 2.3.34. Neka su Ry, Ry C A x A relacije ekvivalencije.
Dokazati sljedece tvrdnje.

(a) R1U Ry je relacija ekvivalencije akko Ry U Ry = Ry o Ry
(b) Ryo Ry = A? akko Ry = A*
(c) Ryo Ry = A? akko Ryo Ry = A%

ZADATAK 2.3.35. Neka je R C A x A proizvoljna relacija. Dokazati
sljedece turdnje.

(a) Najmanja refleksivna relacija koja sadrzi R je RU A.
(b) Najmanja simetricna relacija koja sadrzi R je RU R

(¢) Najmanja tranzitivna relacija koja sadrzi R je U;2 | R™.

ZADATAK 2.3.36. Neka je (X, =) ureden skup i neka je <=1 inverzna
relacija relacije < . Dokazati da je (X, =<71) ureden skup.

ZADATAK 2.3.37. Neka je X skup, v ~ relacija ekvivalencije na X.
Pokazati da je kolekcija svih klasa ekvivalencije na X skup.

2.3.2 Funkcije

Prije pristupanja izradi zadataka iz ove sekcije, studenti/ce se trebaju up-
oznati sa definicijom funkcije, domenom i kodomenom funkcije, kompozicije
funkcija i inverzne funkcije, te definicijama nekih najvaznijih osobina funkcija
(injektivnost, surjektivnost i bijektivnost).

Jedna od najces¢ih definicija funkcije sa kojom se mozemo susresti data je
na sljede¢i nacin. Neka su dati skupovi X i Y. Funkcija f : X — Y je
pravilo po kojem se svakom elementu z € X pridruzuje tacno jedan ele-
ment y € Y. Medutim, mnogo je korektnija definicija funkcije koja je data
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u skripti Teorija skupova (Predavanja 2012/13), gdje funkciju f : X — Y
definiramo kao skup koji zadovoljava odredene osobine. Naime, iako ova
definicija mozda ne djeluje tako prirodno, ona je veoma precizna i njome izb-

jegavamo koriStenje sasvim nejasnih pojmova poput "pravilo”, ” pridruzuje”.

Dakle, u ovom kursu funkciju f : X — Y definiramo kao podskup skupa
X XY (tj. relaciju) za koji vrijede sljedeée dvije osobine:

(1) (Vo e X)(3y € Y)((v,y) € f)
(2) (z,01) € fA(z,92) € f = 11 =12

Posmatramo li gore navedenu ”"naivnu” definiciju, osobina (1) govori upravo
da se pravilom f svakom elementu x € X pridruzuje neki element y € Y,
a osobina (2) govori da elementu z € X mozemo pridruziti najvise jedan
element y € Y.

ZADATAK 2.3.38. Neka su X ={1,2,3,4}, Y = {3,4,5,6}. Koji od
sljedecih skupova su funkcije X — Y7

(a) A={(1,5),(2,3),(4,6)}
(b) B ={(1,5),(2,3),(3,6),(4,6),(2,4)}
(¢) C={(1,5),(2,3),(3,6),(4,6)}

Rjesenjge:

(a) Skup A nije funkcija, jer 3 € X, a ne postoji y € Y takav da (3,y) € A,
tj. nije zadovoljena osobina (1) iz definicije funkcije.

(b) Skup B nije funkcija, jer (2,3) € B i (2,4) € B, ali 3 # 4, tj. nije
zadovoljena osobina (2) iz definicije funkcije.

(c¢) Skup C je funkcija, jer su zadovoljene obje osobine iz definicije funkcije.

Cilj ovog zadatka jeste podsjetiti studente/ice da je funkcija definisana kao
skup koji mora zadovoljavati dvije osobine (od kojih jednu ne zadovoljava
skup A, a drugu ne zadovoljava skup B). A
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ZADATAK 2.3.39. Koji od skupova tacaka na datim slikama predstavl-
jaju funkciju f:[—4,4] — [—4,4]7

-
-
S

Vit
N »
N

o

T

D
A\

N.0I0.
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Rjesenje: Skup A nije funkcija [—4,4] — [—4, 4] jer svaka tacka x € [—4,0)U
(0,4] ima dvije slike, tj. nije zadovoljena osobina (2) iz definicije funkcije.
Skup B nije funkcija [—4,4] — [—4,4] jer niti jedna od tacaka x € (—1,1)
nema svoju sliku u [—4,4], tj. nije zadovoljena osobina (1) iz definicije
funkcije.

Skup C' nije funkcija [—4,4] — [—4, 4] jer svaka tacka x € (—1,1) ima barem
dvije slike, tj. nije zadovoljena osobina (2) iz definicije funkcije.

Skup D je funkcija [—4, 4] — [—4, 4] jer su zadovoljene obje osobine iz defini-
cije funkcije.

Skup FE nije funkcija [—4,4] — [—4,4] jer svaka tacka z € (—4,4) ima dvije
slike, tj. nije zadovoljena osobina (2) iz definicije funkcije.

Skup F je funkcija [—4,4] — [—4, 4] jer su zadovoljene obje osobine iz defini-
cije funkcije.

Skup G nije funkcija [—4,4] — [—4,4] jer niti jedna od tacaka x € (—2,2)
nema svoju sliku u [—4,4], tj. nije zadovoljena osobina (1) iz definicije
funkcije.

Skup H nije funkcija [—4,4] — [—4, 4] jer niti jedna od tacaka [—4, —2)U(2, 4]
nema svoju sliku u [—4,4], a takoder svaka tacka x € [—2,2] ima barem
dvije slike, tj. nisu zadovoljene niti osobina (1), niti osobina (2) iz definicije
funkcije.

A

Kao sto je ranije spomenuto, nakon usvajanja pojma funkcije, potrebno je up-
oznati se i sa definicijama domena i kodomena funkcije, kompozicije funkcija
i inverzne funkcije. Medutim, to nije potrebno ukoliko su poznati pojmovi
domena i kodomena relacija, kompozicije relacija i inverzne relacije, jer je
svaka funkcija relacija, pa se mozemo koristiti ve¢ poznatim definicijama.

ZADATAK 2.3.40. Neka je A proizvoljan skup. Da li postoje refiek-
sivne relacije R C A x A koje su funkcije?

Rjesenje: Da, ali jedino idp,g) : D1(R) — Di(R), idp,p)(z) = 2. A
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ZADATAK 2.3.41. Neka je A # 0 i neka je R C A X A tranzitivna
relacija koja ne sadrzi niti jedan od dijagonalnih elemenata (x,x) € A X
A. Dokazati da R nije funkcija.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, neka je skup R funkcija. Na osnovu
osobine (1) iz definicije funkcije, imamo da je D;(R) = A. Kako je dalje
A # 0, postoje z,y,z € A takvi da je (z,y) € Ri (y,2z) € R. Na osnovu
tranzitivnosti relacije R, vrijedi da i (z,z) € R. Primjetimo da y # z jer
u suprotnom (y, 2) = (y,y) € R, sto je nemoguce jer po pretpostavci R ne
sadrzi niti jedan od dijagonalnih elemenata. Dakle, imamo da (z,y) € R
i(xz,z) € R, pri ¢emu y # z, Sto je kontradikcija sa Cinjenicom da je R
funkcija, tj. sa osobinom (2) iz definicije funkcije. A

ZADATAK 2.3.42. Neka su funkcije f : R — R ig: R — R definirane
sa f(xr) =2x+11g(x) =2*—2. Naéi funkcije go f i fog.

Rjesenje: Na osnovu definicije kompozicije funkcija, imamo
(go f)(@)=g(f(x) =gz +1) = (2x+1)* -2 =4a® + 4z — 1,

(fog)(x) = fg(x)) = f(a® —2) =2(2® —2) + 1 = 22> — 3.

U sljedeca dva zadatka naveden je niz tvrdnji koje se jednostavno pokazuju,
ali koje se cesto koriste u matematici. Kao Sto ¢emo pokazati, svaka funkcija
"prolazi” kroz uniju, dok to nije slucaj za presjek ili razliku skupova. S druge
strane, f~! zadovoljava mnogo "ljepse” osobine: ”prolazi” kroz uniju, presjek
i razliku skupova.
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ZADATAK 2.3.43. Neka je f: X — Y funkcija, i neka su A, B C X.
Dokazati sljedece tvrdnje.

(a) AC B = f(A) C f(B)
(b) f(ANB) C f(A) N f(B)
(¢) [(AUB) = f(A) U f(B)

(d) F(A)\F(B) € f(A\ B)

Objasniti zasto je to najvise sto vrijeds.

Rjesenje: Neka je f: X — Y funkcija, i neka su A, B C X.

(a) Neka je A C B. Na osnovu definicije skupa f(M) i date pretpostavke,
vrijedi
yef(A) & (Bredy=[f(r)
= (Bre B)ly=f(z))
& ye f(B),

pa na osnovu definicije podskupa zaista vrijedi f(A) C f(B). Primje-
timo da, iako A C B, najvise imamo f(A) C f(B), tj. ne mozemo
zakljuciti da je f(A) C f(B). Zaista, ako je naprimjer X = {1,2,3},
Y ={a,b,c}, A= {1}, B ={1,2} i funkcija f : X — Y zadana na
sljedec¢i nacin

imamo da je A = {1} C {1,2} = B, ali f(A) = {a} = f(B).

(b) Zelimo pokazati da je f(AN B) C f(A) N f(B). Na osnovu definicije
skupa f(M), definicije presjeka skupova, jednostavne tautologije p <
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p A p, komutativnosti konjukcije, i ¢injenice

(2)(P(z) AQ(z)) = [(Fr)(P(2)) A (3r)(Q(2))],

ye f(ANB) & (Fxre ANB)(y= f(x))
& () (xe ANBAy = f(x))
& () (e ANz e BAy= f(x))
& () (e ANz eBAy= flx)Ny= f(x))
&S (Ax)(z e ANy=fx) Nz € BANy= f(x))
= (Fz)(ze ANy=f(x) AN(Ex)(x € BAy = f(x))
& (FreA)(y=f(z)AEFx e B)(y=flz))
< ye f(A)Aye f(B)
< ye f(A)Nf(B),

pa na osnovu definicije podskupa zaista vrijedi

f(AnB) € f(A) N f(B).

Primjetimo da ne vrijedi f(ANB) = f(AN B) jer egzistencijalni kvan-
tifikator ne prolazi kroz konjukciju, tj. vrijedi samo gore navedena
¢injenica
(F2)(P(x) AQ(z)) = [(Fz)(P(x)) A (Fz)(Q(x))];

ali ne i obrnuta implikacija. Zaista, mogu postojati z; takav da P(xq) i
xo takav da P(z5), pri ¢emu x; # x9, pa ne mora postojati x takav da su
istovremeno zadovoljeni P(x) i Q(z). Konkretno, ako je X = {1,2, 3},
Y = {a,b,c}, A={1,2}, B =1{2,3} i funkcija f : X — Y zadana na
sljedeé¢i nacin

imamo da je

FANB) = f({2}) = {b} & {a, 0} = f(A) N f(B).
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()

Zelimo pokazati da je f(AU B) = f(A) U f(B). Na osnovu definicije
skupa f (M), definicije unije skupova, distributivnosti konjukcije prema
disjunkciji, i ¢injenice

(Bz)(P(x) vV Q(z)) < [E)(P(z))V (F2)(Q(x))];

y € f(AUB)

)

)
z)[(r € ANy = f(z))V(z € BAy= f(z))]
z)(x € ANy = f(r))V (Jz)(x € BAy = f(x))
v e A)(y=f(z) Vv (T e B)(y=f(z))
y € f(A)Vy e f(B)
y € f(A)U f(B),

pa na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) zaista vrijedi

f(AUB) = f(A)U f(B).

(1 R N

Zelimo pokazati da je f(A)\ f(B) C f(A\ B). Na osnovu definicije
razlike skupova, definicije ”¢”, definicije skupa f(M) i ¢injenice

~(Fr)P(z) & (Va)(=P(x)),

y € f(A)\ f(B) ye f(A) Ny ¢ f(B)
y € f(A) A~y € f(B))
(3z € A)(y = f(z)) A=[(3z € B)(y = f(2))]
(3z € A)(y = f(z)) A (Vz € B)(y # f(2))

(Jz € A,z ¢ B)(y = f(z))
(Jz € A\ B)(y = f(x))
y € f(A\ B),

pa na osnovu definicije podskupa zaista vrijedi

FA)\ f(B) € f(A\ B).

Primjetimo da ne vrijedi f(A)\ f(B) = f(A\B), jer ¢injenica da postoji
x € A, x ¢ B takav da y = f(x) ne implicira da za sve z € B vrijedi
y # f(z). Konkretno, ako je X = {1,2,3}, Y = {a,b,c}, A = {1,2},
B = {2} i funkcija f: X — Y zadana na sljededi nacin

tedeeoe
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imamo da je

FANF(B) = fFL 2D\ ({2}) = {af\{a} = 0 & {a} = fF({1}) = f(A\B).

ZADATAK 2.3.44. Neka je f : X — Y funkcija, @ neka su A, B CY.
Dokazati sljedece tvrdnje.

(a) AC B= f7'(A) C f~(B)
(b) f7H(ANB) = f~1(A) N f~1(B)
(c) f[7H(AUB) = f~H(A) U f(B)
(d) fH A\ f(B) = f~(A\ B)

Rjesenje: Neka je f: X — Y funkcija, i neka su A, B CY.
(a) Nekaje A C B. Na osnovu definicije skupa f~(M) i date pretpostavke,
vrijedi
refHA) & f(r)eA
= f(zr)€eB
& e f7(B),

pa na osnovu definicije podskupa zaista vrijedi

A € f7U(B).
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Primjetimo da i ovdje, iako A C B, najvise imamo f~'(A4) C f~1(B),
tj. ne mozemo zakljuciti da je f~1(A) C f~1(B). Zaista, ako je X =
{1,2,3}, Y = {a,b,c}, A = {a}, B = {a,b} i funkcija f : X — Y

zadana na sljede¢i nacin

imamo da je A = {a} C {a,b} = B, ali f7'(A)={1,2} = f~1(B).
(b) Na osnovu definicije skupa f~!(M) i definicije presjeka skupova, imamo

re f[fYANB) & f(x)e ANB
& f(e)e ANf(z) e B
& ze fY A ANze fYB)
& ze (AN FB),

pa na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) zaista vrijedi
fANB) = fH(A)n f7Y(B).
(c) Na osnovu definicije skupa f~1(M) i definicije unije skupova, imamo
re fY(AUB) & f(zr)e AUB

& fx)e AV f(z) e B
& xe f Y (A)vare fY(B)
& ze fT(AU (B,

pa na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) zaista vrijedi

fHAUB) = (AU (B

(d) Na osnovu definicije razlike skupova, definicije ”¢” i definicije skupa
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f~YM), imamo

v fTHANSfT(B) & zef YA Ax¢ fH(B)
& ze€ [T (A)A(ze fTH(B))
& f(z)e AN=(f(x) € B)
& f(e) e ANf(z) ¢ B
& f(z)e A\ B
& xe f71(A\B)

pa na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) zaista vrijedi

FHANHB) = 1A\ B).

ZADATAK 2.3.45. Naci najveci interval A za koji je funkcija f : A —
R, f(z) = 2? injektivna.

Rjesenje: Kako je grafik date funkcije parabola prikazana na slici

Y

X

jasno je da je najvedi interval na kojem je funkcija f injektivna A = (—o0, 0]
ili A=1[0,4+00). A

ZADATAK 2.3.46. Da li konstantna funkcija moZze biti injektivna? A
surjektivna?
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Rjesenje:

Neka je f : Di(f) — Ds(f) konstantna funkcija, pri ¢emu je

f(z) = ¢ za sve x € Dy(f). Funkcija f je injektivna samo ako je Di(f) = ()
ili D1(f) = {a}, tj. D1(f) je proizvoljan jednoclan skup, pri ¢emu je D(f)
proizvoljan skup koji sadrzi {c}. Funkcija f je surjektivna samo ako je Do(f)
jednoclan skup (Do(f) = {c}ec), pri ¢emu je D;(f) proizvoljan neprazan

skup. A

ZADATAK 2.3.47. Za koje skupove A je funkcija id : A — A injek-
tivna? A surjektivna?

Rjesenje: Funkcija id : A — A je injektivna i surjektivna za proizvoljan skup

A A

ZADATAK 2.3.48. Dokazati sljedece tvrdnje.
(a) f:A— B jeinjektivna akko (3g: B — A)(go f =1id,)
(b) f:A— B je surjektivna akko (3g: B — A)(f o g =idp)

Rjesenje:

(a) =) Neka je f: A — B injektivna funkcija. Tada je funkcija f : A —

f(A) definirana sa f(z) = z bijektivna funkcija, pa postoji njoj
inverzna funkcija 7_1 : f(A) — A. Definirajmo funkciju g : B —
A na sljededi nacin

9(y) =

{ I W), v e f(4)
bilo koji z € A, y € B\ f(A)

Tvrdimo da za ovako definiranu funkciju g vrijedi g o f = id4.
Zaista, neka je x € A proizvoljan. Na osnovu definicije kompozi-
cije funkcija, definicije funkcije g i ¢injenice da f(z) € f(A), te
definicije funkcije f, imamo

1

(go @) =g(f(@)=F (f(x) =F (f2)) =z =ida(z),

pa na osnovu definicije jednakosti funkcija vrijedi go f =idy4 .
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<)

Neka je f : A — B funkcija takva da postoji funkcija g : B — A sa
osobinom go f = id4 . Zelimo pokazati da je f injektivna funkcija,
tj. zelimo pokazati da vrijedi

(Vl’l,l’g - A)(f(l’l) = f(l’g) = xr1 = 1'2).

U tu svrhu posmatrajmo z1, 9 € A takve da je f(x1) = f(x2).
Tvrdimo da je x1 = x5. Primjetimo da

f(x1) = f(z2) = g(f(21)) = 9(f(22))
=4 ldA(.CL’l) = 1dA(.§L’2)
& T = T,

pa je funkcija f zaista injektivna.
Neka je f : A — B surjektivna, tj. neka

(Vy € B)(3r € A)(y = f(x))

& (Ve B)(FreA)(z=f"(y)

& (Ve B)(Fr e Az e f({y}))

< (WeB)(f'({yh) #0).
Stoga u svakom f~!({y}) # 0 izaberimo tatno jedan z, §to je
moguce na osnovu AC (Aksiom izbora), i definirajmo za g(y) up-
ravo taj x. Zelimo pokazati da za ovako definiranu funkciju g vri-
jedi fog = idg. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan y € B.
Na osnovu definicije kompozicije funkcija, definicije funkcije g i
¢injenice da z € f~!({y}), imamo

(feg)y) = flg(y)) = fz) =,

pa na osnovu definicije jednakosti funkcija vrijedi f o g = idp.

Neka je f : A — B funkcija takva da postoji funkcija g : B — A
sa osobinom f o g = idg. Zelimo pokazati da je f surjektivna
funkcija, tj. zelimo pokazati da vrijedi

(Vy € B)(Fz € A)(y = f(x)).

U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan y € B. Na osnovu date pret-
postavke i definicije kompozicije funkcija, imamo

y =1idp(y) = (fog)(y) = f(9(y)).

Dakle,
(Vy € B)(Fz = g(y) € A)(y = f(x)),

pa je f zaista surjektivna.
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A

U prethodnom zadatku dokazana je vrlo korisna karakterizacija injektivnosti
i surjektivnosti funkcije, koja se u literaturi ¢esto uzima za definiciju ovih poj-
mova. Dakle, funkcija je injektivna akko ima lijevi inverz, a funkcija je surjek-
tivna akko ima desni inverz. Pored vaznosti navedenih tvrdnji u prethodnom
zadatku, u njihovim dokazima izneseno je nekoliko korisnih informacija koje
prevazilaze okvire konkretnog zadatka. Naime, korisno je uociti da nam svaka
injekcija f : A — B obezbjeduje postojanje bijekcije f : A — f(A), sto je
trik za "pravljenje” bijekcija koji ¢esto mozemo koristiti. Dakle, injektivnost
funkcije je sam po sebi veliki zahtjev, i "samo” ogranicavanjem kodom-
ena funkcije od svake injektivne funkcije mi mozemo konstruisati bijektivnu
funkciju. Uoc¢imo ovdje takoder da funkcija nije zadana samo svojom for-
mulom, ve¢ i sa druga dva iznimno bitna elementa: domenom i kodomenom
funkcije. Tako naprimjer, funkcije f i g mogu biti zadane potpuno istom
formulom, ali posmatrane na razlicitim domenima i kodomenima one mogu
imati potpuno razlicite osobine, tj. jedna od njih moze biti injektivna i/ili
surjektivna, dok to za drugu ne mora biti slucaj, sto smo mogli/e uvidjeti na
primjerima funkcija f i f iz prethodnog zadatka.

ZADATAK 2.3.49. Dokazati sljedece tvrdnje.

(a) Ako je f : A — B injektivna, onda moZe postojati najvise jedna
funkcija g : B — A takva da je fog=idg.

(b) Ako je f : A — B surjektivna, onda moZe postojati najvise jedna
funkcija g : B — A takva da je go f =id4.

Rjesenge:

(a) Neka je f : A — B injektivna funkcija. Zelimo pokazati da moze
postojati najvise jedna funkcija g : B — A takva da je fog = idg.
Pretpostavimo suprotno, neka postoje g;,g2 : B — A takve da fog; =
idg i f ogy =1idp, pri ¢emu je g; # go. Na osnovu definicije jednakosti
funkcija, injektivnosti funkcije f, definicije kompozicije funkcija i datih
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prepostavki o funkcijama ¢g; i go, dobijamo

N 792 & (32€B)(6i(2) # 92(2))
= (32 € B)(f(91(2)) # f(92(2)))
& (Fze B)((fogq)(2) # (f 092)(2))
& (3z € B)(idp(2) # idp(2))
& (Jz € B)(z # =),

Sto je kontradikcija.

(b) Neka je f : A — B surjektivna funkcija. Zelimo pokazati da moze
postojati najvise jedna funkcija g : B — A takva da je go f = id4.
Pretpostavimo suprotno, neka postoje gy, g2 : B — A takve da gy o f =
idg 1 go 0o f =1id4, pri ¢emu je g1 # go. Na osnovu definicije jednakosti
funkcija, surjektivnosti funkcije f, definicije kompozicije funkcija i datih
prepostavki o funkcijama ¢g; i go, dobijamo

g1 # g2 & (F2 € B)(g1(2) # g2(2))

= (Fr e A)(o(f(z )) # 92(f(2)))

& (Jz e A)((g10 f)(x) # (920 f)(2))
& (o € A)(ida(z) # ida(z))

& (FJre )z

# ).

Sto je kontradikcija.

ZADATAK 2.3.50. Nekasu f: A— Big: B — C funkcije. Dokazati
sljedece tvrdnge.

(a) Ako su f i g injekcije, onda je i g o f injekcija.
(b) Ako su f i g surjekcije, onda je i g o f surjekcija.

(c) Ako su f i g bijekcije, onda je i g o f bijekcija.

Rjesenje: Nekasu f: A— Big: B — C funkcije.

(a) Neka su f i g injektivne funkcije. Zelimo pokazati da jeigof: A — C
injektivna funkcija, tj. zelimo pokazati da vrijedi

(Vor, 2 € A)((go f)(z1) = (go f)(z2) = a1 =12).
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U tu svrhu posmatrajmo 1, x5 € A takve da je (go f)(x1) = (go f)(xa).
Tvrdimo da vrijedi 1 = x5. Na osnovu definicije kompozicije relacija,
te redom injektivnosti funkcija g i f, imamo

(go f)(x1) = (go f)(z2) & g(f(z1)) = g(f(x2))
= f(x1) = f(22)

= T1 = T9,
pa je g o f zaista injekcija.

Neka su f i g surjektivne funkeije. Zelimo pokazati da jeigof: A — C
surjektivna funkcija, tj. zelimo pokazati da vrijedi

(Vze C)3x € A)(z = (go f)(x)).

U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan z € C. Na osnovu surjektivnosti
redom funkcija g i f, i definicije kompozicije funkcija, imamo

z€C = (JyeB)(z=gy)

= (BreA)(z=yg(f(2)))
& ([FreA)(z=(g0f)(x))

pa je g o f zaista surjekcija.

Tvrdnja (c) posljedica je tvrdnji (a) i (b), koje su upravo dokazane.
Zaista, ako su f i g bijektivne funkcije, onda su one i injektivne i
surjektivne, pa je, na osnovu (a) i (b), i funkcija g o f i injektivna i
surjektivna, tj. bijektivna je.

ZADATAK 2.3.51. Neka je f: A — B funkcija i neka je g : P(B) —
P(A

Dokazati sljedece tvrdnje.
(a) [ je injekcija akko je g surjekcija.

(b) [ je surjekcija akko je g injekcija.

) funkcija data sa

gY)={ac Al fla)eY} (Y CB).

Rjesenje:
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(a) =) Neka je f: A — B injekcija. Zelimo pokazati da je g : P(B) —
P(A) surjekcija, tj. zelimo pokazati da vrijedi

(VX € P(A)(FY € P(B))(X =g(Y)).

U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan X € P(A), tj. X C A.
Posmatrajmo skup

V= f(X)={f(2) |z € X}.

Ocito vrijedi Y C B, tj. Y € P(B). Na osnovu definicije funkcije
g, skupa Y i injektivnosti funkcije f, imamo

9(Y) = {ac Al f(a) eV}
= {acA|f(a) € f(X)}
= faeA|(Fz e X)(f(a) = f(2))}
= {acA|(BxreX)(a=12)}
= {a€A|lae X}
= X.

Dakle,
(VX € P(A)(3Y = f(X) € P(B))(X = g(Y)),

pa je g surjekcija. Primjetimo da je injektivnost funkcije f bila
neophodna pretpostavka, jer inac¢e ne bismo mogli/e zakljuciti da
f(a) = f(z) implicira @ = x. Naprimjer, ako je A = {1,2,3},
B ={a,b,c}, X = {1,2}, i funkcija f : A — B zadana na sljedeé¢i
nacin

ondajeY = f(X)={a,b},alig(Y)={a€ A| fla) eY}=A#
X.
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<)

Neka je g : P(B) — P(A) surjekcija. Zelimo pokazati da je f
A — B injekcija, tj. zelimo pokazati da vrijedi

(Voy, 20 € A)(v1 #£x2 = f(a1) # f(12)).

U tu svrhu posmatrajmo x1, xs € A takve da je z7 # x5. Tvrdimo
da je f(z1) # f(x2). Na osnovu surjektivnosti i definicije funkcije
g, imamo

X € A & {1'1} CA
= {1’1} c P(A)
= (Y € P(B))({z1} = g(Y))
& (Y eP(B){x1} ={a€ Al f(a) €Y}).

Na osnovu posljednjeg izraza zakljucujemo da f(x1) € Y, a kako

xo # vy, onda xo & {21} ={a € A| f(a) € Y}, pa f(xg) ¢ Y.
Dakle, sigurno vrijedi f(x1) # f(z2), pa je f injekcija.

Neka je f : A — B surjekcija. Zelimo pokazati da je ¢ : P(B) —
P(A) injekcija, tj. zelimo pokazati da vrijedi

(WY, Y e P(B)) Y1 #Ye = g(V1) # g(Y2)).

U tu svrhu posmatrajmo Y7,Ys € P(B), tj. Y1,Y; C B takve da
Y1 # Y,. Na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti), to znaci da
postoji neki y € B koji se nalazi u jednom od skupova Y7, Y5, ali ne
u drugom. Bez umanjenja opéenitosti (stoga * u prvoj implikaciji
dolje) pretpostavimo da postoji y € B takavdajey € Yiiy ¢ Ys.
Dalje, na osnovu surjektivnosti funkcije f i definicije funkcije g,
imamo

Vi#Ys, = (JyeY)yeYiAy¢Y,)
= (FeY)|Fred)(y=[f(z)eY)A(TreA)(y = f(z) ¢ Y2)]
= (yeY)FreA(y=f(z)eYiAy=f(z) ¢ Y2)
= (FreA)(re{acA|fla)eYi}hNae¢g{ac Al f(a) €Ys})
& (Fr e A)(zegM) Az ¢ g(Ya)),

pa na osnovu ZF1 (Aksiom ekstenzionalnosti) vrijedi ¢g(Y1) #
g(Y5). Dakle, dobili smo Y; # Y5, implicira da je g(Y7) # g(Y2), pa
je g injekcija.

Neka je g : P(B) — P(A) injekcija. Zelimo pokazati da je f
A — B surjekcija, tj. zelimo pokazati da vrijedi

(Vy € B)(Fz € A)(y = f(x)).
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U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan y € B. Na osnovu definicije
praznog skupa, injektivnosti i definicije funkcije g imamo

yeB = {y}#0
= g({y}) # 9(0)
& {ac Al f(a) e{y}} #{ac A| fa) € 0}
& {ac Al fla) =y} #0
& (Ja € A)(f(a) =y).

Dakle,
(Vy € B)(Fz € A)(y = f(x)),

pa je f surjekcija.

A

Primjetimo ovdje veoma bitnu ¢injenicu o (injektivnim) funkcijama koju smo
koristili u prethodna dva zadatka, ali koju svakodnevno koristimo u svim
oblastima matematike. Ako je h : R — S proizvoljna (dobro definirana)
funkcija, jasno je da za 11,79 € R ¢injenica r; = 1o uvijek implicira h(ry) =
h(rg), tj. uvijek mozemo ”dodati djelovanje” funkcije na svaku jednakost.
Tako naprimjer, za funkcije h(x) = 22 i h(z) = 2 i realne brojeve ry, 7, € R
imamo

7“1:7“2:>7’%:7“§,

7"1:7"2:>7’:1$:7"§.
Medutim, jako ¢esto se pravi greska pri ”uklanjanju djelovanja” neke funkcije.
Naime, ako vrijedi h(r;) = h(rz), to niposto ne implicira da r; = ro, tj. nije
moguce zanemariti djelovanje funkcije h (kao $to ga uvijek mozemo dodati).
To smijemo uraditi samo kada je funkcija h injektivna - zaista, definicija
injektivnosti funkcije h upravo i govori da h(r;) = h(ry) = r, = ry. Tako
naprimjer, za realne brojeve ri,ry € R

2 2 2 2
Ty =Ty # T =T, Jer 1] =15 = 11 = £ro,

ali
3

(8] :’f’g’:>’l"1:’f’2,

jer funkcija h : R — R :  — 2? nije injektivna, ali h : R — R : 2 — 23 jeste.
Na ovu smo ¢injenicu vjerovatno bili/e upozoreni/e jos u osnovnoj i sred-
njoj skoli, iako bez pravog objasnjenja. Naprimjer, pri rjeSavanju jednacina
koristili bismo ¢injenicu da

log(z +3) =log(22* =52 +1) = z+3=22>—-5z+1,
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ali smo morali/e imati u vidu da
lz+3|=22> -5z +1] # x+3=22"-5z+1,

ili

sin(z +3) =sin(22* =52z +1) # 2+3=22"—-52+1,
tj. bilo je dozvoljeno ”ukloniti djelovanje” logaritma, ali ne i apsolutne vri-
jednosti ili sinusa. Sada znamo da je razlog tomu ¢injenica da je logaritam-

ska funkcija injektivna, dok apsolutna vrijednost i sinus ugla nisu injektivne
funkcije.

Ekvivalentno navedenoj argumentaciji, ¢injenica da je r; # ry u opéem
sluc¢aju niposto ne implicira da je h(ry) # h(rg), jer mozemo imati sljede¢u
situaciju.

R S

r1 h(¥1) = h(rs)

T2

Zaista, 11 # ro implicira h(r) # h(ry) akko je h injektivna funkcija.

U zavrsnom dijelu ove sekcije, preostalo je par zadataka sa inverznom funkci-
jom. Neka je f: A — B funkcija, i Y C B. Ve¢ ranije u zadacima susretali
smo se sa skupom

fIY)={a€ Al fla) €Y},
koji u slucaju Y = {b} postaje

7o) =) ={a€ Al f(a) € {b}} = {a € A| f(a) = b}.

Dakle, (b,a) € f~1 akko (a,b) € f, tj. f~! podrazumijeva inverznu relaciju
relacije f. Medutim, ne postoji razlog zasto bi za relaciju f koja je funkcija,
i inverzna relacija f~! bila funkcija. Zaista, u opéem slucaju f~1(b) moze
biti prazan skup ili moze biti skup koji se sastoji od vise od jednog elementa,
tj. f~! ne mora biti zadovoljavati ni osobinu (1) niti osobinu (2) iz defini-
cije funkcije. Tako naprimjer, za A = {1,2,3}, B = {p,q,r}, i funkciju
f A — B zadanu na sljede¢i nac¢in
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vrijedi

fHp) = {1}

fHa) ={2.3}
fHr) =10,

pa relacija f~! nije funkcija. Zaista, §ta bismo pravilom f~' : B — A

pridruzili elementima ¢,r € B?

Medutim, primjetimo da, ukoliko je f : A — B surjekcija, za svaki b € B
vrijediti ¢e f71(b) # 0, tj. relacija f~! zadovoljavati ¢e osobinu (1) definicije
funkcije. Ukoliko je f : A — B iinjekcija, onda ¢e za svaki b € B skup f~1(b)
biti jednoclan, tj. relacija f~! ¢ée zadovoljavati i osobinu (2) iz definicije
funkcije. Dakle, za svaku bijektivnu (i to samo takvu) funkciju f : A — B je
i inverzna relacija f~! : B — A funkcija, tj. bijektivnost funkcije f : A — B
nam obezbjeduje da definiramo pravilo (koje nazivamo inverznom funkcijom)

f1:B—A:b— f1(b)
koje svakom elementu b € B pridruzuje tacno jedan f~1(b) € A.

Zaista, u nekim od ranijih zadataka smo pokazali/e da je funkcija injektivna
akko ima desni inverz, surjektivna akko ima lijevi inverz, pa je funkcija bi-
jektivna akko ima (lijevi i desni) inverz.
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ZADATAK 2.3.52. Neka je A = [—1,1]. Koja od sljedecéih funkcija
A — A ima inverznu funkciju?
(a) filz)=a?
(b) fo(x) =2°
(c) f3(z) =sinx
(@) fila) = sin%
Rjesenje:
(a) Funkcija fi : [-1,1] — [~1,1] : * — z* nije ni injektivna ni surjek-

tivna, pa nema inverznu funkciju.

(b) Funkcija fo : [-1,1] — [-1,1] :  — 2° je bijektivna, pa ima inverznu
funkciju, i to

=] = -1t —

(¢) Funkcija f5:[—1,1] — [-1,1] : # — sinx je injektivna, ali nije surjek-
tivna, pa nema inverznu funkciju.

(d) Funkcija fy : [-1,1] — [-1,1] : 2 — sinTF je bijektivna, pa ima
inverznu funkciju, i to

2
fit[-1,1] — [~1,1] : & — =~ arcsin x.
m

ZADATAK 2.3.53. Neka je A =R\ {3}, B=R\ {1}. Naéi inverznu
funkciju funkcije f : A — B definirane sa

_:17—2

fla) = 1=

Rjesenje: Lako se provjerava da je f : A — B dobro definirana bijektivna
funkcija (Sto je ostavljeno studentima/cama za vjezbu), pa postoji inverzna
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funkcija f~': B — A. Zasvakix € Ajex # 3,izasvakiy € Bjey # 1, pa

1mamo

y=fl)=13 & yl@-3)=v-2
& yr—3y=1x—2
& yr—r =3y —2
& (y—1lDr=3y—2
& r=3=2
y—17
pa je
3r — 2

ff':B=A:z—
r—1

inverzna funkcija funkcije f. A

Zadaci za samostalan rad

ZADATAK 2.3.54. Skicirati grafike sljedecih funkcija f: R — R.
(a) f(x) =4z — 2?

) F(a) =2+ 20
@ 1w ={ " T3

22,

2, T < =2

(c) fx) =4 =, |z <2

3—x, x>2.

ZADATAK 2.3.55. Neka su date funkcije f : A — Big: B — A
takve da g o f = 14. Koje tvrdnje su tacne?

(a) g=f7"

(b) f je surjekcija
(c) f je bijekcija
(d) g je surjekcija

(e) g je bijekcija
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ZADATAK 2.3.56. Neka je f : A — B surjektivna funkcija. Tada je
inducirana funkcija F: P(A) — P(B) takoder surjektivna.

ZADATAK 2.3.57. Neka je f : A — B surjektivna funkcija. Tada je
inducirana funkcija F : P(A) — P(B) takoder surjektivna.

ZADATAK 2.3.58. Neka su A i B skupovi. Dokazati da je kolekcija
svih funkcija f : A — B skup.

ZADATAK 2.3.59. Za proizvoljnu funkciju h : A — B skup

Kerh = {(x,y) | h(z) = h(y)}

nazivamo jezgra funkcije h. Dokazati da je jezgra svake funkcije relacija
ekvivalencije. Dokazati da je svaka relacija ekvivalencije jezgra neke
funkcije.

ZADATAK 2.3.60. Neka je f: X — Y proizvolyna funkcija. Dokazati
da postojgi relacija ekvivalencije R na skupu X, te da postoje surjekcija
O X — X/g iinjekcija © : X/gp — Y tako da vrijedi © o & = f.

2.4 Aksiom izbora

Prisjetimo se da je prozivod skupova Aj, As, ..., A, C U definiran kao skup
svih uredenih n-torki (a,as, ..., a,), pri ¢emu je a; € A;, i € {1,2,...,n},

tj.

Ay x Ay x - x A, ={(ay,a9,...,a,) | a; € Aj;i € {1,2,...,n}}.

Medutim, kako definirati proizvod proizvoljno mnogo skupova, naprimjer

neprebrojivo mnogo skupova (vise o prebrojivim i neprebrojivim skupovima

u sljede¢em poglavlju)? To mozemo uciniti na sljedeéi nac¢in. Neka je {A;}ies
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neprazna familija nepraznih skupova, A; C U. Produkt skupova {A;}ies,
u oznaci [[,.; A;, definiramo kao skup svih funkcija izbora definiranih na

{Ai}iEIa t.] .

HAZ' ={f:{Ai}ier — U | f funkcija izbora }.
iel
Funkcija f : {A;}ier — U je funkcija izbora akko f(A;) € A; za svaki i € I,
tj. ako f ”bira” po jedan element a; iz svakog skupa A;. Dakle, drugim
rijecima
[TA4i={F: {A}icr = U | (Vi € D(f(A) € A)}.

el

ZADATAK 2.4.1. Neka su A, = {1,2,3}, Ay = {1,3,4},
Az = {2,5} i neka su f,g : {A;}2, — UL, A; funkcije definirane sa

A B

Da li su f 1 g funkcije izbora?

Rjesenje: Funkcija f nije funkcija izbora jer f(As) = 2 ¢ A,. Funkcija g
jeste funkcija izbora jer zadovoljava sve uslove iz definicije funkcije izbora,
tJ g(Al) =2€ Al, g(Ag) =4 € Ag 19(143) =2€ A3. A

Aksiom izbora (AC) nam govori da je produkt neprazne familije nepraznih
skupova uvijek neprazan, odnosno, uzmemo li u obzir prethodnu definiciju,
aksiom izbora nam ustvari tvrdi da postoji funkcija izbora za svaku nepraznu
familiju nepraznih skupova. Neformalno receno, aksiom izbora nam govori
da za svaku kolekciju nepraznih kutija, moguce je napraviti izbor od tacno
jednog objekta iz svake kutije. U mnogim sluc¢ajevima, takav je izbor moguce
izvr§iti ne pozivajucéi se na aksiom izbora. To je slucaj kada je broj kutija
konacan, ili kada postoji neko pravilo po kojem mozemo birati objekte, tj.
kada postoji osobina koju zadovoljava samo jedan objekat iz svake kutije.
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Najceséi primjer je proizvoljna kolekcija parova cipela, jer se iz te kolek-
cije moze izabrati lijeva cipela iz svakog para. Medutim, posmatramo li
proizvoljnu kolekciju parova carapa, zeljeni izbor mozemo izvrsiti samo pozi-
vajuci se na aksiom izbora.

Aksiom izbora potreban je da bi izabrali skup iz beskonacnog broja carapa,
ali ne 1z beskonacnog broja cipela.
(Bertrand Russell)

Kako se aksiom izbora ¢ini veoma jednostavnim i cak o¢iglednim, dugo je pre-
ovladavalo misljenje da bi se ovaj aksiom mogao izbjeéi i dokazati pomocu
ostalih aksioma. Medutim, to se pokazalo neuspjesnim, i danas se ovaj ak-
siom najcesée dodaje nizu aksioma ZF0-ZF9. Skupa, ovih 11 aksioma ¢ine
tzv. ZFC sistem aksioma, koji se smatra standardnom formom aksiomatske
teorije skupova.

lako zvuci sasvim naivno, aksiom izbora jedan je od temeljnih aksioma u
matematici. U literaturi se mogu pronaci desetine ekvivalentih formulacija
ovog aksioma, medu kojima su svakako najpoznatiji teorem o dobro uredenim
skupovima i Zornova lemma.

Teorem o dobro uredenim skupovima nam govori da se svaki skup moze dobro
urediti, tj. za svaki skup X postoji relacija < tako da je (X, <) dobro ureden
skup, odnosno (X, <) je parcijalno ureden skup ¢&iji svaki neprazni podskup
ima najmanji element. Iako se moze pokazati da je ovaj teorem ekvivalentan
aksiomu izboru, koji nam zvuéi sasvim uvjerljivo, ovaj teorem se ¢ini pot-
puno nevjerovatnim. Naprimjer, teorem o dobro uredenim skupovima nam
govori da se skup R moze dobro urediti. Medutim, posmatramo li njegov
neprazni podskup (0,1) € R, mozemo se zapitati koji je najmanji element
ovog skupa? Koliko god uzmemo mali broj ¢ € (0, 1), uvijek postoji broj £
koji je od njega manji, pa (0,1) nema najmanji (odnosno "prvi”) element.
Zaista, skup (R, <), pri ¢emu je < relacija prirodnog uredenja realnih bro-
jeva, nije dobro ureden skup. Teorem o dobrom uredenim skupovima nam
govori da postoji neka relacija < takva da je (R, <) dobro ureden, iako nam
nije poznato kako ta relacija ustvari izgleda. Sada je ocito da teorem o dobro
uredenim skupovima implicira aksiom izbora, jer za svaku nepraznu kolek-
ciju nepraznih skupova mozemo izabrati po jedan element iz svakog skupa -
njegov najmanji element.

Jos jedna veoma poznata tvrdnja ekvivalentna aksiomu izbora je Zornova
lemma, koja tvrdi da svaki neprazan parcijalno ureden skup X, u kojem
svaki lanac ima majorantu u X, ima barem jedan maksimalan element.
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Aksiom izbora je ocigledno tacan, teorem o dobro uredenim skupovima je
oc¢ito netacan, a Zornova lemma - ko zna?
(Jerry Bona)

Naravno, radi se o Sali, jer su tri navedene tvrdnje medusobno ekvivalentne,
kao §to je ve¢ spomenuto. Medutim, veéina matematicara/ki smatra aksiom
izbora intuitivno tacnim, toerem o dobro uredenim skupovima intuitivno
netacnim, a Zornovu lemmu previse slozenom da bismo se mogli koristiti
intuicijom za rasudivanje o njenoj tacnosti. Medutim, date je ekvivalencije
zaista moguce dokazati, no ti dokazi prevazilaze okvir ovog kursa. Jos neke
od teorema koje su ekvivalentne aksiomu izbora su:

e Svaka surjektivna funkcija ima desni inverz, tvrdnja koja je dokazana
u nekom od zadataka u prethodnoj sekciji.

e Cantor-Bernstein-Schroder teorem, jedan od najvaznijih rezultata o
kardinalnim brojeva, naveden i dokazan u skripti Teorija skupova (Pre-
davanja 2012/13).

e Tarskijev teorem: Za svaki neprazan skup X, postoji bijekcija X —
X x X.

e Svaki vektorski prostor ima bazu, jedan od najvaznijih rezultata iz
linearne algebre.

e Tychonoffov teorem: Proizvod kompaktnih topoloskih prostora je kom-
paktan.

Mnogi rezultati koriste aksiom izbora u svojim dokazima, i nije ih moguce
pokazati koriste¢i samo aksiome ZF0-ZF9. Neki od takvih su:

e Svaki beskonacan skup sadrzi prebrojiv podskup.
e Prebrojiva unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup.

e Lebesgueova mjera prebrojive disjunktne unije mjerljivih skupova jed-
naka je zbiru mjera pojedinac¢nih skupova.

e Hahn-Banachov teorem iz funkcionalne analize, koji dozvoljava eksten-
ziju linearnih funkcionala.

e Svaki Hilbertov prostor ima ortonormiranu bazu.
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Pri dokazivanju tvrdnji za koje je neophodan aksiom izbora, najcesc¢e se
koristi njemu ekvivalentna Zornova lemma. Za kraj ove sekcije ¢emo ilus-
trirati tipican primjer primjene ove lemme, jer se ona primjenjuje u dokazu
velikog broja vaznih matematickih teorema, kada zelimo pokazati egzisten-
ciju odredenih objekata, bez da ih moramo eksplicitno konstruisati (kao npr.
baza vektorskog prostora). Da bismo mogli primjeniti ovu lemmu, potrebno
je dakle prvo ispitati da li su zadovoljene sve njene pretpostavke, tj. potrebno
je posmatrati neki neprazan parcijalno ureden skup X i provjeriti da li svaki
lanac u X ima majorantu, i to majorantu u skupu X. Zornova lemma nam
tada obezbjeduje egzistenciju maksimalnog elementa skupa X.

ZADATAK 2.4.2. Neka je R C A x B relacija takva da je D1(R) = A.
Tada postoji f C R takav da je f funkcija iz skupa A u skup B.

Rjesenje: Neka je F = {g C R | g funkcija }, i na njoj posmatrajmo relaciju
parcijalnog uredenja C . Familija F je sigurno neprazna jer postoji funkcija
g =0 C R, pa barem () € F. Tvrdimo da svaki lanac u F ima majorantu u
F. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan lanac {g; : A; — B}ic; u F. Tada je

g =VUierg; : UierA; — B

o¢ito majoranta datog lanca. Medutim, potrebno je provjeriti da li je ta
majoranta u F, odnosno da li je ¢ C R i g funkcija. Kako za sve i € I vrijedi
9; € R (jer je g; € F), jasno je da onda i

g = Uicrgi € R.

Da bismo pokazali da je g : U;e;A; — B funkcija, potrebno je provjeriti
osobine (1) i (2) iz definicije funkcije.

Neka je z € U;erA; proizvoljan. Na osnovu definicije unije, ¢injenice da je
gi + A; — B funkcija (jer je g; € F) i definicije relacije g, imamo

T E€Uierd; & (Fiel)(ze )
& (Fiel)Fye B)(z,y) € g)
& (FyeB)(Fiel)r,y) € g)
< (Jy € B)((z,y) € Uiergs)
& (Jy € B)((z,y) € 9),

pa g : UierA; — B zadovoljava osobinu (1) iz definicije funkcije.
Neka su (z,y1) € g i (z,y2) € ¢g. Na osnovu definicije relacije g, definicije
unije, ¢injenice da je {g; : A; — B}icr lanac zbog koje za svaka dva i,j € [
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vrijedi g; C g; ili g; C g; (bez umanjenja opc¢enitosti ovdje je pretpostavljeno
da je g; C g;), te konac¢no zbog Cinjenica da je g; : A; — N funkcija (jer je
g; € F), imamo

(1) €GN (T,92) €9 & (2,41) € Uiergi A (2, y2) € Uier g
& (Fie Dz y)€g)NEi€ ) y2) € 9;)
& (FieD((@,y) € g)nEFie )((z,12) € g))
& (FFeD(z,m) € g N(z,52) € g;)

4
<
[

I
<
)

pa g : UjerA; — B zadovoljava osobinu (2) iz definicije funkcije.

Dakle, g € F, pa su zadovoljene pretpostavke Zornove lemme, koja onda
implicira da F ima maksimalan element f : Ag — B. Tvrdimo da je Ay = A.
Pretpostavimo suprotno, Ay # A, tj. postoji a € A, a ¢ Ag. Kako je
Dy(R) = A, postoji b € B takav da je (a,b) € R. Onda je f U{(a,b)} 2 f
funkcija AgU{a} — B, $to je u kontradikciji sa ¢injenicom da je f maksimalan
element u F. Dakle, Ay = A, pa je tvrdnja dokazana. A

Z.adaci za samostalan rad

ZADATAK 2.4.3. Neka su A; ={1,2,3}, Ay = {1,5}, A3 ={2,4,5}
i Ay = {3,4}. Koje od sljedecih funkcija su funkcije izbora?

(b) fo={(A1,1),
(c) f3={(A1,2)
( )




Poglavlje 3

Kardinalni brojevi

U najvecem dijelu zadataka iz ovog poglavlja cilj ¢e biti odrediti kardi-
nalni broj nekih konkretnih skupova. Da bi se moglo pristupiti njihovom
rjeSsavanju, studenti/ce se prvobitno trebaju upoznati prvenstveno sa defini-
cijom kardinalnog broja, a zatim sa svim rezultatima koji su navedeni u
skripti Teorija skupova (Predavanja 2012/13) u obliku lemma i teorema, jer
¢emo ih ovdje redovno koristiti. Preporucuje se i razumijevanje dokaza svih
tvrdnji, jer se u njima ¢esto kriju "trikovi” koji nam pomazu i pri rjeSavanju
konkretnih zadataka. Zbog prirode zadataka navedenih iz ove oblasti, ovaj
put nije napravljena podjela poglavlja u sekcije kao u skripti Teorija skupova
(Predavanja 2012/13).

Postoje dvije osnovne metode prebrojavanja skupova. Jednu smo naucili jos
kao mala djeca: da bismo prebrojili objekte u nekom skupu, svakom objektu
pridruzimo naziv jednog prirodnog broja (jedna cokolada, dvije ¢okolade, tri
¢okolade). Druga i vjerovatno starija metoda ukljucuje direktno usporedivanje
clanova dvaju skupova: ako svaki objekt prvog skupa mozemo pridruziti
tacno jednom objektu drugog skupa, pri ¢emu razli¢itim elementima prvog
skupa pridruzujemo razlicite elementa drugog skupa i pri ¢emu za svaki ele-
ment drugog skupa postoji neki element u prvom skupu kojem je pridruzen,
skupovi imaju jednak broj elemenata. Dok jo$ nije uveden koncept broja,
kako je pastir mogao znati koliko ima ovaca, tj. kako je mogao znati da li
su se sve njegove ovce vratile sa ispase? Ujutro, prilikom vodenja ovaca na
ispasu, pastir bi u dzep ubacio po jedan kamenci¢ za svaku ovcu koja izlazi
iz Stale, a pri povratku sa ispase za svaku ovcu koja ulazi u stalu bi vadio
po jedan kamenci¢ iz dzepa. Usporedujuéi broj ovaca sa brojem kamencica
u dzepu, pastir je mogao dobiti odgovor na svoje pitanje.

87
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(B [Cardinarro]

. The Cardinality of the set The Cardinality is the same, ]

of Deadly Sins is 7. The 50 We can assign them a
Cardinality of the set of e s One-lo-one correspondence.
Days of the Week is 7. B §

(CHoopyright 2011, C, Burke 5/14 @

Sada se vjerovatno ¢ini veoma prirodnom definicija o ekvipotentnosti skupova,
ako to do sada nije bila. Skupovi A i B su ekvipotetni, tj. card(A) = card(B)
akko postoji bijekcija f: A — B.
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ZADATAK 3.0.4. Dokazati ekvipotentnost sljedecih skupova.
(a) A={2,7,19} i B = {153,1001,10'2}
() A=1{1,2,3,...} iB={-1,-2,-3,...}
(c) A={1,2,3,...} iB=1{1,3,5,...}
() NiZ
(e) A=a,b] i B=c,d
(f) X xY iY xX

(9) A je skup svih realnih rastuéih funkcija realne promgjenljive i B je
skup svih realnih opadajucih funkcija realne promjenljive

Rjesenje: Na osnovu definicije ekvipotentnosti, potrebno je konstruisati bi-
jekciju izmedu skupova A i B.

(a) Neka je F': A — B preslikavanje dato sa

2 \ / 153
7 1001

10'2

Preslikavanje F' je ocito dobro definirana bijekcija, pa je card(A) =

card(B).
(b) Neka je
F:A—B:n— —n,
tj. neka je F' preslikavanje dato sa F'(n) = —n. Jednostavno se provjer-

ava da je F' dobro definirana bijekcija (Sto se ostavlja studentima/cama
za vjezbu), pa je card(A) = card(B).
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()

Neka je
F:A—B:n—2n-1,

tj. neka je F' preslikavanje dato sa F(n) = 2n — 1. Jednostavno se
provjerava da je F' dobro definirana bijekcija ($to se ostavlja studen-
tima/cama za vjezbu), pa je card(A) = card(B).

Neka je

n =2k (k € N)
, n=2k—1(keNy) "’

tj. neka je F' preslikavanje dato sa F(2k) = ki F(2k —1) =
Jednostavno se provjerava da je F' dobro definirana bijekcija (Sto se
ostavlja studentima/cama za vjezbu), pa je card(N) = card(Z).

Jedna od najjednostavnijih bijekcija izmedu segmenata [a,b] i [c,d] je
jednacina prave kroz tacke (a,c) i (b, d).

Prisjetimo se da je jednacina prava kroz dvije tacke P(z1,y1), Q(x2, y2)
data sa

Y2 — 1
Yy—u = (z — 1),
To — I
pa ¢emo posmatrati funkciju
d—c
F:[a,b]—>[c,d]:x—>b (x —a)+ec,
—a

tj. funkciju F definiranu sa F(z) = &£(z —a) +c.
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Tvrdimo da je F': [a,b] dobro definirana, tj. tvrdimo da vrijedi
(Ve € [a, b)) (F(z) € [¢,d]).

U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan x € [a,b]. Kako je a # b i ¢ # d,
na osnovu definicije funkcije F) zaista vrijedi

r€la,b & a<z<b

S 0<z—a<b—a

& Ogg:a(:c—a)<d—c
&= cgb:;(x—a)+c<d
& c<F(z)<d

& F(z) € e, d],

pa je F' dobro definirana funkcija.

Tvrdimo da je F' : [a,b] — [c, d] injekcija, tj. tvrdimo da vrijedi
(le, To € [CL, b])(F(SL’1> = F(Ig) = T = ZL’Q).

U tu svrhu posmatrajmo xy,xe € [a,b] takve da F(x1) = F(x2). Na
osnovu definicije funkcije F) i ¢injenica a # b, ¢ # d, zaista vrijedi

d— d —
F(xl):F(@) <~ b_;($1—a)+czb_§(x2—a)+c
d—c d—c
= b_a(iﬁ—a)—b_a(xg—a)

<~ T1—a=T2—a
<~ I = Tq,

pa je F' injektivna funkcija.

Tvrdimo da je F' : [a,b] — [c, d] surjekcija, tj. tvrdimo da vrijedi
(Vy € [e, d])(3z € [a,b])(y = F()).

U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan y € [c,d]. Na osnovu definicije
funkcije F) i ¢injenica a # b, ¢ # d, imamo

y:F(x):g(:E—a)—l—c & y—c:z:z(:ﬂ—a)
& b—a( —c)=xr—a
d—cy B

& r=%y—c)+a
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pa
=y~ o) ac by = F).

Dakle, F je surjektivna funkcija.

(Vy € [¢,d])(3x =

Zakljuéujemo daje F' : [a,b] — [c, d] dobro definirana bijektivna funkcija,
pa je card([a, b]) = card([c, d]).

(f) Neka je
F: XXxY->YxX:(x,y)— (y,x),

tj. neka je F' preslikavanje dato sa F(z,y) = (y,z). Jednostavno se
provjerava da je F' dobro definirana bijekcija (Sto se ostavlja studen-
tima/cama za vjezbu), pa je card(X x Y) = card(Y x X).

(g) Neka je
F:A—-B:f——f,

tj. neka je F' preslikavanje dato sa F'(f) = — f. Jednostavno se provjer-
ava da je F' dobro definirana bijekcija (Sto se ostavlja studentima/cama
za vjezbu), pa je card(A) = card(B).

ZADATAK 3.0.5. Ako je A~ B i C ~ D, dokazati da vrijedi A x C' ~
B x D.

Rjesenje: Neka je A ~ B i C' ~ D. Na osnovu definicije ekvipotentnosti
skupova, to znaci da postoje bijekcije f : A — Big: C — D. Zelimo
pokazati da je Ax C' ~ B x D, tj. da postoji bijekcija izmedu skupova A x C
i B x D. Posmatrajmo funkciju

F:AxC— BxD:(ac)— (f(a),g(c)),

tj. funkciju F' definiranu sa F'((a,c)) = (f(a),g(c)), i dokazimo da je ona
bijektivna. Kako su funkcije f i g dobro definirane, za sve a € Aic € C
vrijedi f(a) € B i g(c) = d, pa za sve (a,¢) € A x C vrijedi F((a,b)) =
(f(a),g(c)) € B x D. Dakle, F je dobro definirana funkcija, te je preostalo
pokazati injektivnost i surjektivnost.
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Tvrdimo da je F': A x C — B x D injekcija, tj. tvrdimo da vrijedi
(V(al, Cl>, (CLQ, CQ) c A X C)(F((al, Cl)) = F((CLQ, Cg))C = (al, Cl) = (CLQ, CQ)).

U tu svrhu posmatrajmo (a1, c1), (ag,c2) € A x C takve da F((ay,¢1)) =
F((ag,c2)). Na osnovu definicije funkcije F, definicije jednakosti uredenih
parova, te injektivnosti funkcija f i g

F((a1,¢1)) = F((az2,c2)) < (f(ar), 9(er)) = (f(az2), g(
& flar) = flaz) A g(er) = g(e
= a3 =as Nci = Cy

& (a1,c1) = (az, ),

¢2))
(c2)

pa je I zaista injekcija.
Tvrdimo da je F': A x C — B x D surjekcija, tj. tvrdimo da vrijedi
(V(b,d) € B x D)(3(a,c) € Ax C)((b,d) = F((a,c))).

U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan (b, d) € B x D. Na osnovu surjektivnosti
funkcija f i g, ¢injenice

(B2)(P(x)) A By) Q)] & (Br)BFy)(P(z) AQY)),

definicije jednakosti uredenih parova i definicije funkcije F, imamo

(bd)e BxD < beBAdeD

= (Fae A= f(a)A@ceC)d=g))
< (Ja€ A)(Fce C)b= fla)Nd=g(c))
& (Jae A)(EBc e C)((b,d) = (f(a), g(c)))
& (Ja,c) € Ax O)((b,d) = F((a,c)),

pa je F surjekcija.

Zakljucujemo da je F' : Ax C' — B x D dobro definirana bijektivna funkcija,
pa je card(A x C') = card(B x D).

Napomenimo ovdje jos da, radi jednostavnosti zapisa po dogovoru inace
pisemo F'(z1,xg,...,x,) umjesto F'((zq,xs,...,2,)). A

U prethodna dva zadatka, potrebno je bilo pokazati da su odredeni skupovi
ekvipotentni, ali nije se zahtijevalo odrediti kardinalni broj tih skupova, sto ¢e
najcesce biti slucaj u zadacima koji slijede. Da bismo odredili kardinalni broj
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nekog datog skupa S, na osnovu definicije ekvipotetnih skupova, dovoljno je
formirati bijekciju izmedu skupa S i nekog skupa ¢iji je kardinalni broj poz-
nat, najc¢es¢e nekog skup koji ima kardinalni broj Ry, ¢ ili 2¢. Pri rjesavanju
zadataka u nastavku, smatrati ¢emo poznatim kardinalnosti skupova poput
skupova navedenih u sljedec¢oj tabeli, jer je ve¢ina ovih rezultata dokazana u

skripti Teorija skupova (Predavanja 2012/13).

N Mo 2¢

N R P(R)

Z (0,1) | P((0,1))

3N [3,10] | P([3,7))

57+ 2 [7,12)

@ (_00’4]

Q4 R xR
NxNxQ C

7* P(N)

U svakom slu¢aju, studenti/ce trebaju znati pokazati da ovi skupovi imaju
navedene kardinalnosti, sto moze biti glavni ili jedini dio zadatka.

ZADATAK 3.0.6. Odrediti kardinalni broj sljedecéih skupova.
(a) A je skup svih kruznica u ravni.
(b) B je skup svih pravih u ravni koje prolaze kroz koordinatni pocetak.

(c) C je skup svih vektora u ravni ¢iji krajevi imaju cjelobrojne koordi-
nate.

(d) D je skup svih elipsi sa sredistem u koordinatnom pocetku cije su
duzine polusa prirodni brojevi.

Rjesenje:
(a) Neka je A skup svih kruznica u ravni. Svaka kruznica k € A jedinstveno

je odredena svojim centrom C'(p,q) i polupreénikom r, pri ¢emu je
p,q € RireR,, pacéemo posmatrati preslikavanje

FIA*RXRXR{.Z]{?(C(]),Q),T)—) (p7Q>T)‘



POGLAVLJE 3. KARDINALNI BROJEVI 95

Jednostavno se provjerava da je F' dobro definirana bijekcija (Sto se
ostavlja studentima/cama za vjezbu), pa je

card(A) = card(R* x R,) = c.

Neka je B skup svih pravih u ravni koje prolaze kroz koordinatni
pocetak. Svaka prava p € B jedinstveno je odredena uglom a koji ta
prava zaklapa sa osom O,, pri ¢emu je o € [0, 27), pa ¢emo posmatrati
preslikavanje

F:B—10,27): p(a) — «a

Jednostavno se provjerava da je F' dobro definirana bijekcija (Sto se
ostavlja studentima/cama za vjezbu), pa je
card(B) = card([0,27)) = c.

—
dinate. Svaki vektor PQ) € C' jedinstveno je odreden sa svojim krajnjim
tackama P(s,t)1Q(u,v), pri ¢emu su s, t,u,v € Z, pa ¢emo posmatrati
preslikavanje
4 _—
f:C—=7Z":PQ— (s,t,u,v).

Jednostavno se provjerava da je F' dobro definirana bijekcija (Sto se
ostavlja studentima/cama za vjezbu), pa je

card(C) = card(Z*) = R,.

Neka je D skup svih elipsi sa sredistem u koordinatnom pocetku ¢ije
su duzine polusa prirodni brojevi. Svaka elipsa e € D jedinstveno
je odredena sa duzinama svojih polusa a,b € N, pa ¢emo posmatrati
preslikavanje

f:D —N?:e(C(0,0),a,b)) — (a,b).

Jednostavno se provjerava da je F' dobro definirana bijekcija (Sto se
ostavlja studentima/cama za vjezbu), pa je

card(D) = card(N?) = X.
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ZADATAK 3.0.7. Odrediti kardinalnost skupa svih zatvorenih segme-
nata u R ¢ija je duzina racionalan broj.

Rjesenje: Neka je S = {[a,b] CR | b—a € Q}. Posmatrajmo funkciju
F:S—RxQy:[a,b — (a,b—a),

tj. funkciju f definiranu sa F'(|a,b]) = (a,b — a) i pokazimo da je ona bijek-

tivna. Na osnovu definicije skupa S, za svaki interval [a, b] € S vrijedi a € R

ib—gq € Qy, pa je zaista (a,b) € R x Q,, odnosno F' je dobro definirana
funkcija. Preostalo je pokazati da je I’ injektivna i surjektivna.

Tvrdimo da je F': S — R x Q. injekcija, tj. tvrdimo da
(Vla,b], [c,d] € S)(F([a,b]) = F([c,d]) = a, b] = [c,d]).

U tu svrhu posmatrajmo [a,b], [c,d] € S takve da F([a,b]) = F([c,d]). Na
osnovu definicije funkcije F' i definicije jednakosti uredenih parova imamo

F(la,b]) # F(le.d)) & (a,b—a) = (c;d - o)

S a=c N b—a=d-—c
S a=c N b=d
& a,c =1[b,d],

pa je F zaista injekcija.
Tvrdimo da je F': S — R x Q. surjekcija, tj. tvrdimo da

(V(a,q) € R x Q4)(3[z,y] € S)((a,q) = F([z,y]))-

U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan (a,q) € R x Q.. Ako odaberemo z = a,
y = a+ q, tada je ocito

Fle,y]) = (v,y —2) = (¢,a + ¢ — a) = (a,9),

pa zaista vrijedi

(V(a,q) € R x Qy)(Blz,y] = [a,a + q] € S)((a,9) = F([z, 4]))-

Dakle, F' je surjekcija.
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Zakljucujemo da je funkcija F': S — R x Q. dobro definirana bijekcija, pa
je
card(S) = card(R x Q4 ) = c.

A

Ako zelimo pokazati da su skupovi A i B ekvipotentni, tj. da je card(A) =
card(B), na osnovu definicije ekvipotentnosti skupova treba pokazati da pos-
toji bijekcija f : A — B. Medutim, u skripti Teorija skupova (Predavanja
2012/13) dokazan je teorem da je card(A) < card(B) akko postoji injekcija
¢ : A — B. Dakle, pokazemo li da postoje injekcije ¢ : A — Bif: B — A,
pokazali smo da vrijedi card(A) < card(B) i card(B) < card(A), pa na os-
novu Cantor-Bernstein-Schroder teorema vrijedi card(A) = card(B).

Takoder, moze se pokazati da je card(A) > card(B) akko postoji surjekcija
u: A — B (odlican zadatak za vjezbu), pa ekvipotentnost skupova A i B,
na osnovu Cantor-Bernstein-Schroder teorema, mozemo pokazati dokazajudci
egzistenciju surjekcija u : A — Biv: B — A, ili to mozemo uciniti kom-
binirajuc¢i navedene metode.

Dakle, Cantor-Bernstein-Schroder teorem nam govori da je
card(A) = card(B) < card(A4) <card(B) A card(A) > card(B),
a dalje imamo
card(A) < card(B) A card(A) > card(B)
(3f : A — B)(f injekcija) A (Jg: B — A)(g injekcija)
(3f : A — B)(f injekcija) A (3g: A — B)(g surjekcija)
(3f : B — A)(f surjekcija) A (Jg: B — A)(g injekcija)
(3f : B — A)(f surjekcija) A (Jg: A — B)(g surjekcija),

=
=
=
=

te ekvipotentnost skupova A i B mozemo dokazati konstruisuéi direktno bi-
jekciju A — B, ili pokazujuci neke od navedene ¢etiri ekvivalentne moguénosti.
U sljede¢im zadacima ne¢emo dodatno objasnjavati gore iznesenu argumentaciju.

ZADATAK 3.0.8. Odrediti kardinalnost skupa svih zatvorenih segme-
nata v R koji su disjunktni sa 7.

Rjesenje: Neka je S = {[a,b] C R | [a,b] N Z = @}. Zelimo pokazati da
je card(S) = ¢, Sto ¢emo uciniti konstruisuéi dvije injekcije F' : S — A i



POGLAVLJE 3. KARDINALNI BROJEVI 98
G : B — S, gdje su card(A) = card(B) = c.
Posmatrajmo funkciju
F:S—RxR:[ab] — (a,b),

tj. funkciju F' definiranu sa F'([a,b]) = (a,b) (gdje je [a,b] segment u R, a
(a,b) je ureden par). Funkcija F' o¢ito je dobro definirana, a zelimo pokazati
da je injektivna, tj. tvrdimo da vrijedi

(Ve ], [e,d] € S)(F([a,b]) = F(le,d]) = [a,b] = [c, d]).

U tu svrhu posmatrajmo [a,b], [c,d] € S takve da F([a,b]) = F([c,d]). Na
osnovu definicije funkcije F' i definicije jednakosti uredenih parova imamo

F(la,b]) = F([c,d]) < (a,b) = (c,d)
& a=cNANb=d
& a,b] = e d],
pa je F' zaista injekcija. Dakle, vrijedi card(S) < card(R x R) = ¢.

Posmatrajmo funkciju

11 1
G. [g,z] —>SZE—> [Zlﬁ',ﬁ],
tj. funkciju G definiranu sa G(z) = [z, %] Funkcija G ocito je dobro defini-
rana, jer za svaki x € [g,1] vrijedi G(z) = [z,3] € S. Tvrdimo da je G

injektivna, tj. tvrdimo da vrijedi
11
(Vay, xq € [g, Z])(G(l’l) =G(ry) = 11 =19).

U tu svrhu posmatrajmo z1, s € [§, 1] takve da G(z;) = G(22). Na osnovu
definicije funkcije G imamo

G($1) = G($2) g [Il’ %] = [1’2, %]
~ 1 = To

pa je G zaista injekcija. Dakle, vrijedi ¢ = card([3, 1]) < card(S).

Na osnovu Cantor-Bernstein-Schréder teorema zakljuéujemo da vrijedi card(S) =
c. A
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ZADATAK 3.0.9. Odrediti kardinalni broj skupa svih surjekcija iz
skupa prirodnih brojeva u skup realnih brojeva.

Rjesenje: Neka je f : N — R surjekcija. Kako je ranije objasnjeno, ova
¢injenica implicira da je card(N) > card(R), sto je kontradikcija. Dakle, ne
postoji niti jedna surjekcija f : N — R, pa skup svih surjekcija iz skupa
prirodnih brojeva u skup realnih brojeva ima kardinalnost 0. A

ZADATAK 3.0.10. Dokazati da je proizvoljan skup medusobno nepres-
jecajucih intervala (a,b) na realnoj pravoj najvise prebrojiv.

Rjesenje: Neka je S proizvoljan skup medusobno nepresjecajucih intervala
na realnoj pravoj, i neka je (a,b) € S proizvoljan. Kako je poznato iz
matematicke analize, izmedu svaka dva realna broja postoji racionalan broj,
pa izaberimo neki ¢ € (a,b) N Q. Posmatrajmo funkciju F' : S — Q koje
svakom intervalu pridruzuje neki racionalan broj u tom intervalu, sto je
moguce na osnovu AC (Aksiom izbora). Tvrdimo da je F injekcija, tj.
tvrdimo da

(V(a,b), (¢, d) € S)((a,b) d) = F((a,b)) # F((c, d))

)-

takve da (a,b) # (c,d). Po pret-
) €
e

(c,
U tu svrhu posmatrajmo (a,b), (c,d) € S
¢,d) = 0, pa kako je F((a,b)) € (a,b) i
F J
Je

”
d
postavci onda vrijedi da je (a,b) N (

F((c,d)) € (c,d), vrijedi F((a, b)) #
pa je card(S) < card(Q) = Ny, tj. S je

((c;d)). Dakle, F': S — Q 1nJek01Ja
najvise prebrojiv skup. A

ZADATAK 3.0.11. Odrediti kardinalnost skupa svih podskupova od R
koji sadrze skup N.

Rjesenje: Neka je S skup svih podskupova od R koji sadrze skup N, tj.
S={ACR|NC A}

Kako je S C P(R), vrijedi card(S) < card(P(R)) = 2¢ (jer postoji injekcija
i:S—>PR):A— A).
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S druge strane, posmatrajmo funkciju
F:P(0,1)) - S: M— MUN,

tj. funkciju F' definiranu sa F'(M) = M UN.

Tvrdimo da je F': P((0,1)) — S dobro definirana, tj. tvrdimo da vrijedi
(VM € P((0,1)))(F(M) € S).

U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan M € P((0,1)), tj. proizvoljan M C
(0,1). Tada ocito vrijedi N C M UN C R, sto na osnovu definicije funkcije
F' i skupa S upravo znaci da je F'(M) € S.

Tvrdimo da je F': P((0,1)) — S injekcija, tj. tvrdimo da vrijedi
(VM,N € P((0,1)))(F(M) # F(N)= M = N).

U tu svrhu posmatrajmo M, N € P((0,1)) takve da F'(M) = F(N). Na os-
novu definicije funkcije F, nekih jednostavnih skupovnih jednakosti pokazanih
u prethodnom poglavlju, te ¢injenice da su M, N C (0, 1), imamo

F(M)=F(N) & MUN=NUN

(MUN)\N=(NUN)\N
(MUN)NNY = (NUN)NN¢
(MNN)U((NNN% =(NNN U (NNNY)
(M\N)UO0=(N\N)ud

M=N

teoT

pa je F' zaista injekcija, $to implicira 2¢ = card(P(0, 1)) < card(.5).

Na osnovu Cantor-Bernstein-Schréder teorema zakljuéujemo da vrijedi card(.S) =
2°. A

ZADATAK 3.0.12. Odrediti kardinalnost skupa svih nepraznih
konacnih podskupova od N. Odrediti kardinalnost skupa svih beskonacnih
podskupova od N.

Rjesenje: Neka je S skup svih nepraznih konac¢nih podskupova od N, tj.
S ={ACN]| A+# 0D konacan }.
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Da je skup S sa¢injen od naprimjer svih troclanih podskupova od N, zadatak
bi bio nesto jednostavniji jer bi svakom tro¢lanom skupu {a, b, ¢} C N mogli/e
pridruziti uredenu trojku (a, b, c) € N, i to pridruzivanje bi oc¢ito bila dobro
definirana bijekcija, pa bi kardinalnost skupa svih troc¢lanih poskupova od
N bila jednaka card(N?®) = R,. Sli¢no, ukoliko bi S bio skup svih dvoélanih,
¢etveroclanih ili sedmoclanih podskupova od N (ili u opéem slucaju, skup svih
podskupova od N koji imaju n elemenata), skupu .S bi mogli/e pridruziti skup
svih uredenih parova, ¢etvorki ili sedmorki (ili u opéem slucaju, skup svih
n-torki) u N, te tako odrediti njegovu kardinalnost. U ovom zadatku, skup
S sacinjen je od svih kona¢nih podskupova skupa N (dakle, svih jednoélanih,
dvoclanih, troclanih, ¢etveroclanih, sedmoclanih ... podskupova), ali ¢emo
za rjeSavanje ovog zadatka koristiti ve¢ izlozenu ideju. Naime, prvo ¢emo
skup S "razbiti” na skup svih jednoclanih, skup svih dvoclanih, skup svih
troclanih, skup svih ¢etveroclanih, skup svihsedmoclanih ... podskupova, te
¢emo izracunati kardinalnost svih ovih skupova, a onda jednostavno i za-
kljuciti koja je kardinalnost skupa S.

Naime, za svaki n € N definirajmo skup 5, kao S,, = {A C N | card(A) = n}.
Ocito je da vrijedi
S=J S

neN

Posmatrajmo funkciju
F:S,—=N'":A={ay,as,...,a,} — (a1,as,...,a,),

tj. funkciju F' definiranu sa F'({aq, as,...,a,}) = (a1, as, ..., a,). Nije tesko
pokazati da je funkcija F' dobro definirana i bijektivna (Sto je ostavljeno
studentima/cama za vjezbu), pa (na osnovu Teorema 3.3.7) vrijedi

card(S,,) = card(N") = N,

tj. skup S, je prebrojiv. Dakle, skup S je prebrojiva unija prebrojivih
skupova, pa je i sam prebrojiv (na osnovu Teorema 3.3.6).

Neka je T skup svih beskona¢nih podskupova od N, tj.
T = {A C N | A beskonacan }.

Ocito vrijedi SUT = P(N) i SNT = 0, pa je card(P(N)) = card(S)+card(T),
tj. ¢ = Ng 4 card(7T"). Na osnovu Teorema 3.3.3 zakljucujemo da vrijedi
card(T) =c. A
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ZADATAK 3.0.13. Odrediti kardinalnost skupa svih podskupova od N
kojima je komplement (u N) konacan.

Rjesenje: Neka je S skup svih svih podskupova od N kojima je komplement
konacan tj.
S ={A CN| A konacan }.

Ako za svaki n € N skup S, definiramo kao S,, = {A C N | card(A%) = n},
ocito je da vrijedi
S=JS.

neN

Neka je A € S,,. Tada je A° = {ay,ay,...,a,}, pa posmatrajmo funkciju
F:S—=N':A— (a1,a9,...,a,).

Nije tesko pokazati da je funkcija F' dobro definirana i bijektivna (Sto je
ostavljeno studentima/cama za vjezbu), pa (na osnovu Teorema 3.3.7) vrijedi

card(S,,) = card(N") = N,

tj. skup S, je prebrojiv. Dakle, skup S je preborjiva unija prebrojivih
skupova, pa je i sam prebrojiv (na osnovu Teorema 3.3.6).

A

ZADATAK 3.0.14. Dokazati sljedece tvrdnje.

(a) Skup svih polinoma jedne varijable s cjelobrojnim koeficijentima je
prebrojiv.

(b) Skup svih algebarskih realnih brojeva je prebrojiv.
(c) Postoje transcendetni realni brojevi.

(d) Skup svih iracionalnih brojeva ekvipotentan je sa skupom svih tran-
scendentnih realnih brojeva.

Rjesenje:
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(a) Neka je S skup svih polinoma jedne varijable s cjelobrojnim koeficijen-

tima, tj.
S = Z[z] = {P(z) = ap+arz+asx®+- - +a,a" | ag,a1,as,...,a, € Z,n € N}.

Ako za svaki n € N skup S,, definiramo kao skup svih polinoma u S
stepena n, tj.

S, = {Pe€S|deg(P)=n}
= {P(x) = ap+ a1z + asx® + - - + a,a™ | ag, a1, as, . .., a, € Z},

ocito je da vrijedi

S=J83.

neN
Posmatrajmo funkciju
F:S, = Z"™" ay+ aix + ax® + - - - + apz™ — (ag, a1, as, . . ., ay),
tj. funkciju F' definiranu sa
F(ag + a1z + agax® + - - + apa™) = (ag, a1, as, . . ., ap).

Nije tesko pokazati da je funkcija F' dobro definirana i bijektivna (Sto
je ostavljeno studentima/cama za vjezbu), pa vrijedi

card(S,) = card(Z"™) = N,

tj. skup S, je prebrojiv. Dakle, skup S je prebrojiva unija prebrojivih
skupova, pa je i sam prebrojiv.

Neka je T skup svih algebearskih realnih brojeva. Neka je t € T
proizvoljan. Na osnovu definicije algebarskog broja, t je korijen nekog
polinoma P(x) sa cjelobrojnim koeficijentima, pa mozemo posmatrati
funkciju G : T'— S : t — P, koja svakom algebarskom broju pridruzuje
G dobro definirana i bijektivna (Sto je ostavljeno studentima/cama za
vjezbu), pa vrijedi card(T") = card(S) = Ny, tj. skup T je prebrojiv.

Neka je U skup svih transcendentnih realnih brojeva. Na osnovu defini-
cije transcendetnih brojeva, transcedentni brojevi su svi oni koji nisu
algebarski, pa vrijedi

R=TUU, TnU-=1,
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Sto dalje implicira
card(R) = card(7T") + card(U),

tj. ¢ = Ny + card(U). Dakle, card(U) = ¢, pa zasigurno postoje tran-
scedentni brojevi.

(d) U prethodnom dijelu zadatka pokazali smo da je card(U) = ¢, a poznato
je da je card(J) = ¢, pa zaista vrijedi card(U) = card(J).

A

U posljednjoj sekciji ” Artimetika kardinalnih brojeva” ovog poglavlja u skripti
Teorija skupova (Predavanja 2012/13) uvedene su operacije sabiranja i mnozenja
kardinalnih brojeva, te su navedene osnovne osobine ovih operacija, sa ko-
jima se studenti/ce takoder trebaju upoznati. Ove operacije ne treba pois-
tovjecivati sa operacijama sabiranja i mnozenja realnih brojeva, jer kao sto je
poznato, kardinalni broj je definiran kao klasa ekvivalencije, odnosno famil-
ija skupova medu kojima postoje bijekcije. Tako naprimjer, kao sto je to
navedeno u skripti, za kardinalne brojeve ne vrijedi pravilo skrac¢ivanja za
sabiranje, tj.
p+A=p+n+ A=n,

pri cemu su pu, A, 7 kardinalni brojevi. Zaista,
Ny = card(N) = card(N U {0}) = card(N) + card({0}) = Ry + 1,

ali 0 1.
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[ say a number and vou try . —h t
i | mole " mole | | |
to say a higher number fe \ / \_mole+1 /
f,: googolplex )
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Aleph-null [ Ateph-null + 1
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~—

Oh., wait a
minute...

2 £

Medutim, vrijedi sljedeca tvrdnja.

It is the same\

number!

ZADATAK 3.0.15. Neka su \ i pu proizvoljni kardinalni brojevi, © n

neki konacan kardinalni broj. Tada vrijedi

Adn=p+n=A=p.

Rjesenje: Primjetimo prvo da A i g moraju istovremeno biti ili oba konacéna
ili oba beskonacna. U prvom slucaju tvrdnja je zadovoljena jer vrijedi zakon
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skrac¢ivanja za sabiranje prirodnih brojeva. Pretpostavimo stoga da su A
i p oba beskonacni kardinalni brojevi, i neka A +n = p + n. Na osnovu
Teorema 3.6.4.(1) (odnosno, vrlo jednostavno na osnovu definicije sabiranja
kardinalnih brojeva) vrijedi

A= A+n=p+n=u.

ZADATAK 3.0.16. Dokazati da je c + ¢ = c.

Rjesenge: Neka je X = (0,1) 1Y = (1,2). Skupovi X i Y su disjunktni i
za njih vrijedi card(X) = ¢ i card(Y') = ¢, pa je na osnovu definicije zbira
kardinalnih brojeva

c+c=card(X UY) = card((0,1) U (1,2)) = c.

Zadaci za samostalan rad

ZADATAK 3.0.17. Odrediti kardinalnost skupa svih beskonacnih pod-
skupova od Q.

ZADATAK 3.0.18. Odrediti kardinalnost sljedeéih skupova.
(a) Skup svih konacnih podskupova od R.
(b) Skup svih podskupova od R ¢iji je komplement (u R) konacan.
(c¢) Skup svih beskonaénih podskupova od R.
(d) Skup svih podskupova od R ¢iji je komplement (u R) beskonacan.
(e) Skup svih podskupova od R koji su ekvipotentni sa R.
(f) Skup svih prebrogivih podskupova od R.

(9) Skup svih podskupova od R ¢iji je komplement (u R) prebrojiv.
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ZADATAK 3.0.19. Odrediti kardinalnost skupa svih realnih matrica
2 X 2 ¢ija je determinanta jednaka 1.

ZADATAK 3.0.20. Odrediti kardinalnost skupa svih dijagonalnih kom-
pleksnih matrica.

ZADATAK 3.0.21. Koliko ima neprebrojivih podskupova skupa koji ima
kardinalni broj c?

ZADATAK 3.0.22. Dokazati da postoji neprebrojivo mnogo disjunktnih
kruznica uw ravni.

ZADATAK 3.0.23. Neka je R skup svih realnih rastuéih funkcija re-
alne promjenljive, a M skup svih realnih monotonih funkcija realne prom-
jenljive. Ako je card(R) = ¢, odrediti card(M ).

ZADATAK 3.0.24. Neka je A C R takav da postoji 6 > 0 tako da za
sve T,y € A, x # y, vrijedi |x — y| > 6. Dokazati da je tada skup A
konacan ili prebrojiv.

ZADATAK 3.0.25. Odrediti kardinalnost skupa svih uredenih parova
(A, B), gdje je AC B CR.

ZADATAK 3.0.26. Dokazati da za sve beskonacne kardinalne brojeve
W ovrigeds 2F = pt.
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ZADATAK 3.0.27. Neka je F familija skupova, © neka je na F defini-

rana relacija na sljedeéi nacin
XY & card(X) < card(Y) (X, Y e F).

Dokazati da je <X relacija poretka na F. Da li je < relacija potpunog
uredenja?
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