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Ovaj dokument sadrzi osnovne rezultate i formule iz predmeta Numericka
analiza koji se odrzava na III godini dodiplomskog studija na Prirodno-
matematickom fakultetu Univerziteta u Tuzli (odsjek Matematika, smjer
Primjenjena matematika), pa je stoga prvobitno namijenjen studentima/cama
koji/e pohadaju navedeni kurs, ali i svima koji/e smatraju da im moze biti
od pomodi.

Literatura koristena za pripremu ovog materijala uglavnom je sljedeca:
1. R. Scitovski, Numericka matematika (Poglavlja I, IT, TV, VII)
2. A. Zoli¢, Numericka matemtika (Poglavlja I, 11, III, IV).

Kroz nekoliko nastavnih cjelina, dat je kratki pregled osnovnih rezultata iz
oblasti numericke analize, kao pomo¢ pri rjeSavanju zadataka iz ove discipline,
te kao takav ne treba biti shva¢en kao materijal za predavanja ili vjezbe.
Detaljno su izvedene samo one formule za koje je to jednostavno uciniti, i
Cije izvodenje olakSava samo memoriziranje te formule, a kako bi materijal
bio sto kraci i Sto viSe posluzio svrsi, pristup je izrazito neformalan i time
nerijetko neprecizan. Takoder, u ovom materijalu nije naveden niti jedan
primjer, ali su preporuceni konkretni zadaci koji se mogu pronaéi u gore
navedenoj literaturi. Ovaj materijal dostupan je svima za download na

http:
//renataturkes.wix.com/renata-turkes#!numerical-analysis/c1j9x,

a na istoj stranici mogu se pronaci i navedeni udzbenici, kao i neke druge
korisne upute i linkovi.

Sva pitanja, komentare, sugestije i uocene greske molim Saljite na
renata.turkes@hotmail.com. Unaprijed se zahvaljujem, i svima zelim ugo-
dan rad.


http://renataturkes.wix.com/renata-turkes#!numerical-analysis/c1j9x
http://renataturkes.wix.com/renata-turkes#!numerical-analysis/c1j9x
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I PROCJENE GRESKE

GRESKE PRIBLIZNE VRIJEDNOSTI BROJA

Tac¢na vrijednost broja: .
Priblizna vrijednost (aproksimacija) broja:  z*.

Stvarna greska aproksimacije: —x — x*
Apsolutna greska aproksimacije: ~ Az* = |z — x|
Relativna greska aproksimacije: — dx*= 82 ~ Az

ElarE

Granica greske aproksimacije: Broj e takav da Az* = |r — z*| < . Pisemo
r=a"+fe.

GRESKE PRIBLIZNE VRIJEDNOSTI FUNKCIJE

Tacna vrijednost funkcije: y = f(z1,22,...,2,).
Priblizna vrijednost funkcije: — y* = f(a%,23,...,2%).
Treba izracunati gresku aproksimacije funkcije, tj. gresku prilikom izracunavanja

vrijednosti funkcije ako su vrijednosti nezavisnih varijabli priblizni brojevi.

Ukoliko je funkcija f monotona po promjenljivim zi,xs,...,z,, tj. ako su
parcijalni izvodi g—{l, g—x];, e % svi konstantnog znaka na domenu funkcije,
koriste¢i metodu granica mozemo izra¢unati tacnu procjenu greske priblizne
vrijednosti funkcije. Naime, kako je fin < f < fiaz, za jednu aproksimaciju
funkcije f mozemo uzeti aritmeticku sredinu f* = W, pa je apsolutna
greska aproksimacije funkcije

Af* - |f - f*|S (f'm,(m: - fm,m)'

N | —

Ukoliko funkcija f nije monotona po svim promjenljivim xq, xs, ..., z,, ko-
ristimo priblizne (ali veoma dobre) ocjene greske.
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Stvarna greska priblizne funkcije f*:

y—y = f=F
= flry, 2o, x,) — fla],ab, ..o x))
= o+ Aat,ag 4 Ay, 3+ Adh) — f(al a7k

n

Taylor \[f (x5, 2b, ... xk) + %(%Am{ + g—x’;Axg +---+ %Aas‘;) +
_B}f(wi’x;af’x:;)‘ of
~ o g Any 4GS A 4+ Ay
= > aa_giAzf-

Apsolutna greska priblizne funkcije f* :

= |f—f

~ |PLAx + L Azy 4 -+ 2L A

< 1L 1\+\@fo2|+ [ 2L Az
5 ] I A
axl‘Aajl_'_‘ax |Azs + +’axn‘ L
Z:lil Ox; |A£

INVERZNI PROBLEM OCJENE GRESKE

S kojom ta¢noséu moramo uzeti vrijednosti nezavisnih varijabli posmatrane
funkcije, tako da njezina vrijednost bude u granicama unaprijed zadane
tacnosti? Preciznije, kolike moraju biti granice apsolutnih gresaka nezavis-
nih varijabli da granica apsolutne greske funkcije ne bi bila veca od unaprijed
zadatog broja, tj. tako da

AfNZ

Kako imamo n nepoznatih Az}, Azl ..., Az}, a samo jedan uslov, potrebno
su dodatne pretpostavke, a najcesce su to pretpostavka o jednakosti aposlut-
nih gresaka ili pretpostavka o jednakim doprinosima.

Princip jednakih apsolutnih gresaka (ako su veli¢ine x4, xo, . . ., x,, istorodne):
Pretpostavljamo, kao $to i sam naziv principa govori, da vrijedi Az} = Azl =
- = Ax; =1, pa onda imamo da

= Az < ; (1=1,2,...,n).
> i !d),f]
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Princip jednakih doprinosa (ako su veli¢ine x4, xs, . . ., z,, raznorodne): Pret-
postavljamo, kao Sto i sam naziv principa govori, da vrijedi |§—:£|Ax*{ =
|§—IJ;|A30§ == |%|Am§§ = )\, pa onda imamo da
* * € .
Aff=nA<e = Az < —F (i=1,2,...,n).

n | ox;

DZ I: R. Scitovski (str. 13, 14, 15) - Zadaci 1.8, 1.9, 1.10, 1.12, 1.13, 1.17.
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II INTERPOLACIJA I APROKSIMACIJA
FUNKCIJA POLINOMIMA

Cesto za neku funkciju y = f(z) nemamo analiticki izraz, ali poznajemo
njenu vrijednost u nekoliko tacaka (tzv. ¢vorovi interpolacije):

€T; ‘ Zo T Ce Tn

yi=f(@:) | flzo) flz1) ... flan)

(Takoder, funkcija moze biti data analitickim izrazom koji je jako kompli-
ciran, ali i tada mozemo izracunati odreden broj vrijednosti te funkcije,
pa se ona i u tom slucaju moze smatrati kao tablicno zadana funkcija.)
Cilj je aproksimirati funkciju f nekom jednostavnijom funkcijom g (obi¢no
polinomom, racionalnom funkcijom ili sl.), tako da bude g(x;) = f(z;),
(¢=0,1,...,n), a taj problem odredivanja funkcije g naziva se interpolacija
funkcije f. Kada odredimo funkciju g, onda mozemo i procijeniti vrijednosti
funkcije f u nekoj tacki x (x # x;) tako da stavimo f(z) =~ g(z).

Na osnovu Weierstrassovog teorema, za svaku mneprekidnu funkciju
f :la,b] — R izasvaki e > 0 postoji polinom P(x) takav da za sve = € [a, ]
vrijedi | f(z) — P(z)| < ¢, tj. svaku neprekidnu funkciju mogucée je dovoljno
dobro (sa unaprijed zadatom tac¢noséu) aproksimirati polinomom. Dakle,
treba odrediti interpolacioni polinom

P.(z) = ag + a17 + agx® + - - - + apz”
koji zadovoljava sljedece uslove

Pn(xO) = f(xo) < ap+ayxg+ an(Q) + 4 anxg — f(mO)
Pn(fl) = f(ifl) & ao ey + a2x% + 4 ana:? — f(wl)

P.(x,) = f(zn) & ao+ a1m, + agz? + -+ + a2 = f(x,).

Navedeni (n+1) x (n+1) sistem linearnih algebarskih jednacina sa nepozna-
tim ag, a1, as, . . ., a, ima jedinstveno rjesenje. Dakle, interpolacioni polinom
postoji i jedinstven je, ali postoji mnogo formi zapisivanja tog polinoma.
Svaka od tih formi nosi poseban naziv, pa imamo: Lagrangeov interpolacioni
polinom, Ii IT Newtonov interpolacioni polinom, I i IT Gaussov interpolacioni
polinom, Hermiteov interpolacioni polinom, itd; svaki od njih ima izvjesne
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pogodnosti u numerickom smislu u nekim situacijama.

PROCJENA GRESKE INTERPOLACIJE

Posebno je znacajno pitanje ocjene greske takve aproksimacije. Uz pomo¢
Rolleove teoreme iz matematicke analize moze se pokazati da za svaku funkciju
f € C" g, x,) 1 za svaki x € [xg, 1,] postoji € € (xg,,), tako da je

[Bn(z)] = |f(z) = Pu(z)]

Fr(e)
= |m($—$0)($—$1) """ (@ — 2n)|
MaXge[nea) |[f ()]
< €l (“,L —l]- i |(x —zo)(x — 1) - -+ - (. — )|

Lako se uocavaju dva bitna nedostatka dobijene formule: Nekada je funkcija
f(x) zadata tablicno, pa nije moguée naéi f+1)(x), ili se zna analiticki
izraz za funkciju f(x), ali je veoma komplikovan, pa je nalazenje izvoda
takvih funkcija mukotrpan a ¢esto prakticno i nemogué¢ posao, narocito za
veliko n. U oba slucaja je stoga (praktitno) nemoguée procijeniti gresku
R, (x). Dakle, dobijena formula za gresku ima teorijsku vrednost, a prakti¢nu
vrijednost ona dobija tek nalazenjem jednostavnije ocene izvoda f™+1)(x)
za x € [xg,%,]. Principom matematicke indukcije moze se pokazati da za
ekvidistantne ¢vorove interpolacije, pri cemu je korak interpolacije z;11 —x; =

h, vrijedi
A"

gdje su A’ konacne razlike koje definiramo na sljedeéi nacin.

Konacne razlike prvog reda funkcije y = f(x) su

Ayo = y1— %
Ay = y—u

Ay, = Yi+1 — Yi
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konaé¢ne razlike drugog reda funkcije y = f(x) su
Alyy = Ay — Ayo
A%y = Ay — Ay
A%y, = Ayip1 — Ay;
konaéne razlike k-tog reda funkcije y = f(z) su
Akyo — Akflyl _ Akilyg
Aryy = ARy, — ARy,

Aky, = ARy, — ARy,

Konacne razlike pogodno je smjestiti u tablicu:

x| fAf A A AY
To | Yo
Ayo
I | Y1 AQ?JO
Ay, A3?J0
T2 | Y2 A2y1 A4?J0
Ayy Asyl
T3 | Y3 Ay, Aty

Kod primjena tablica konacnih razlika bitno je da one budu korektne. Neka
su vrijednosti y; = f(z;) izracunate s tacnostima ¢;, tj. neka je gornja granica
apsolutne greske tih vrijednosti jednaka ¢ = max;eco1,.. n€i = %10_’“. Ako se
dogodi da je bar za neki ¢
m m 1 —k
[ A"y < 2™ 51077,
2

tj. ako je bar neka izracunata konacna razlika m-tog reda manja od maksi-
malno moguce greske te razlike, onda su tablice konacnih razlika od razlika
tog reda pa dalje nekorektne.

Dakle, za pribliznu procjenu greske mozemo uzeti

A(nJrl)f T
R,(x) =~ —h”“(n -l—(li! (x —xo)(x—21) - -+ - (T — Tp).
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Iz navedene formule za gresku interpolacije mozemo uociti da greska zavisi od
¢vorova interpolacije, te je korisno znati kako izabrati ¢vorove interpolacije
(ako je to moguce, tj. ako je funkcija zadana analiticki) kako bi greska bila
minimalna. Dokazano je da je za ¢vorove interpolacije najbolje uzeti nule
Cebisovljevih polinoma, definiranih na sljedeéi nacin:

To(z) = 1
Ti(z) = z

Too() = 20Th(x) — To s (2).

LAGRANEGOEV INTERPOLACIONI POLINOM

Lagrangeov interpolacioni polinom trazi se u obliku polinoma
Ly(x) =" o pi(x) f(x;), jednostavno dobijajuéi (objasniti):
L) = Y g s e ),

x;p —xo) (i —x1) v (x; — xiq) (g — Tigq) - v+ (x; — xp)

i=1

I NEWTONOV INTERPOLACIONI POLINOM

I Newtonov interpolacioni polinom (pogodan za koristiti u pocetku tablice,
tj. oko tacke x = xg) trazi se u obliku polinoma N1, (z) = co + ¢1(z — xg) +
co(r—xo)(x—x1) + -+ ep(z —x0) (X —229) - - -+ (x —xp_q) :

NI, (z0) =yo < co=1o N
NI(z1) =y & cotalr—x) =y & =22 = %

T1—T0

NIn<xn):yn <~ e C":%'

dobijajudi stoga da je
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II NEWTONOV INTERPOLACIONI POLINOM

IT Newtonov interpolacioni polinom (pogodan za koristiti na kraju tablice,
tj. oko tacke x = x,) trazi se u obliku polinoma NI, (z) = dy + di(x — z,,) +
do(z — xp) (@ — Tpey) + -+ dp(x — ) (x — 2p—1) - -+ - - (x — 21). Analogno
izvodenju I Newtonovog polinoma, dobijamo

Ayn—l AQyn—Q
NIL(z) = y.+ T (x —x,) + 512 (x —xp)(x — 2p_1)
4 m;{% )@ — Tp) e (T — 7).

HERMITEOV INTERPOLACIONI POLINOM

Hermiteov interpolacioni polinom koristi se kada su pored vrijednosti y; =
f(z;) poznate i vrijednosti y; = f'(x;) (ili u opéem slucaju i neki izvodi
viseg reda) (ili je funkcija data analiticki, pa mozemo izrac¢unati navedene
vrijednosti i izvode). Neka je f € C?"2[xg, x,] i

Z; ‘ To T e Tn
vi=fzi) | fxo) flz1) ..o flan)
i = flwi) | fzo) fl(z) o flzn)

Kako imamo 2n + 2 uslova, traziti ¢emo polinom

) — 2 2n+1
HQ,H_l(I) = Qo +ax+ agx” + -+ A2n+1T .

Nepoznate koeficijente ag, a1, as, . . . , as,11 odredujemo metodom neodredenih
koeficijenata, tj. rjesavajudi sljedeéi (2n + 2) x (2n + 2) sistem linearnih al-
gebarskih jednacina nekom od poznatih metoda:

Hopii(20) = f(z0) & ap+ armo + agxd + -+ + an9€(2)n+2 = f(o)
H27L+1(,’L']) = f(.’l}l) <~ Qg + a1 + (1/2.17% + -4 G/nx%n—i_z = f(ilfl)

Hopii(,) = f(1,) & ap+ a1, + asx? + -+ + a,22" 2 = f(z,)

H§n+1 (.L()) = ]U(.L()) < ai + 2@21’0 4+ o+ (2n + 2)anxg"+1 = f/(fE())
Hi, () = fl(e1) & a1+ 2ax+ -+ (2n+ 2)anxf”+1 = f'(z1)

Hy () = fl(2,) & a1+ 2092, + -+ (2n + 2)a,r?" 1 = f'(x,)
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SPLINE INTERPOLACIJA

Ukoliko je broj ¢vorova interpolacije veliki, greska moze biti znatna, a i poli-
nomi visokog reda neupotrebljivi su u primjenama. Jedan od nacina da
to izbjegnemo jeste da pronademo interpolacione polinome nizeg reda na
pododsjeccima odsjecka interpolacije [xg, x,,]. Spline m-tog reda funkcije f je
funkcija

Pin(x) = a0+ apnx+ -+ aypz™, xo<x <131
) J— e 1T
Py () = ago + a1z + -+ - + agpa™, x <z < 3o

Sm(fv L) =
Pn/m(x) = ano + ap1T + -+ an/mxTn7 Tp—1 S X S L

koja se poklapa sa funkcijom f u svim ¢vorovima interpolacije xg, 1, ..., 2,
i koja je glatka do odredenog reda, tj. takva da se izvodi do (m — 1)—og
reda odgovarajuc¢ih polinoma poklapaju u sredisnjim ¢vorovima interpolacije
T1,X2y...,Tp-1 :

Pz’m(l'ifﬁ = f(fL'zel), Pm(él/'i) = f(flii) (l =1,2,... ,n),

POy =PY () (=1,2,....n=1, k=1,2,....m—1).
Nepoznate koeficijente a;; odredujemo iz datog sistema linearnih algebarskih
jednacina nekom od poznatih metoda. Medutim, ukoliko je broj jednacina
u tom sistemu jednac¢ina manji od broja nepoznatih koeficijenta, potrebno
je postaviti odredene dodatne uslove (npr. da krivina grafika u krajnjim
évorovima bude jednaka nuli, tj. da P{™ Y (zo) = P\m "V (z,) = 0).

INVERZNA INTERPOLACIJA

Postupak nalazenja argumenta = koji odgovara zadatoj vrednosti y funkcije
y = f(x), koja nije data u tablici, naziva se inverzna ili obratna interpo-
lacija. Ukoliko funkcija f ima inverznu funkciju (tj. ukoliko je bijektivna,
Sto mozemo svesti na ispitivanje injektivnosti funkcije, koju najcesée za-
kljuéujemo na osnovu monotonosti te funkcije), onda je mogucée ”obrnuti”
tabelu i nastaviti interpolaciju na neki od gore navedenih nacina. Primjetite
da se inverzna interpolacija moze primeniti za reSavanje jednacine f(x) =0,
izvodedi inverznu interpolaciju za y = 0.
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METODA NAJMANJIH KVADRATA

Kao sto je ranije spomenuto, ukoliko je broj ¢vorova veliki, greska interpo-
lacije moze biti znatna, a i polinomi visokog reda neupotrebljivi su u prim-
jenama. U tom slucaju mozemo se odluciti funkciju aproksimirati nekim
od polinoma nizeg reda (najcesée linearnom, kvadratnom ili kubnom funkci-
jom, posebice ako je eksperimentalno zaklju¢eno da posmatrana funkcija ima
jedan od navedenih oblika zavisnosti), ali tako da se vrijednost aproksima-
tivne funkcije g ne poklapa nuzno sa datom funkcijom f u datim tackama
(Sto je uvijek zadatak interpolacije), ve¢ samo zahtijevamo da su funkcije
dovoljno blizu. Neka dakle funkciju f zelimo aproksimirati polinomom

P(z) = ag + a1z + asx® + - - - + a,a™.

Ne zahtijevamo da se funkcija g kojom aproksimiramo funkciju f poklapa sa
vrijednostima u ¢vorovima, ali trazimo da "rasipanje” mjerenih tacaka oko
funkcije aproksimacije bude $to manje. Posmatramo odstupanja P(z;) — y;.
Medutim, posmatrati odstupanja u ovom obliku ne bi bilo dobro jer za neke
tacke bi ta veli¢ina bila pozitivna, a za druge negativna pa bi se moglo do-
goditi da zbir tih gresaka bude nula, sto najc¢esce nije slucaj. Stoga bismo kao
mjeru greske za pojedine tacke mogli posmatrati apsolutne greske | P(x;)—y;l,
jer nas u sustini ne zanima da li je greska veca ili manja od mjerene vrijed-
nosti. Medutim, obzirom da trazimo da greska bude minimalna, funkcija (tj.
greska) mora biti diferencijabilna, a |P(z;) — ;| to nije. Dakle, posmatrati
¢emo gresku

G =Y (Pw:) — w)*

Potreban uslov za postojanje minimuma je ove funkcije je:

,O—G :(),E :(),...,a—G =0.
dao 8(11 aan
Dakle, koeficijente ag, ay, ..., a, odredujemo iz navedenog (n + 1) x (n + 1)

sistema linearnih algebarskih jednacina kojeg rjesavamo nekom od poznatih
metoda. Poznato nam je da taj sistem ima jedinstveno rjesenje koje pred-
stavlja stacionarnu tacku funkcije G, ali s obzirom na oblik funkcije G (zbir
kvadrata), ta ¢e stacionarna tacka ocito biti tacka minimuma.

DZ II: R. Scitovski (str. 33, 34, 35, 36) - Zadaci 2.5, 2.6 (c), 2.7, 2.9, 2.11,
2.19, 2.20.
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ITI RJESAVANJE NELINEARNIH JEDNACINA

Mnogi problemi u inzenjerstvu i nauci zahtijevaju pronalazenje rjesenja neke
nelinearne jednacine; to je jedan od najstarijih problema u matematici. Za
datu neprekidnu funkciju f : R — R treba naé¢i x € R takav da vri-
jedi f(x) = 0. Osim za neke najjednostavnije funkcije f (poput linearne
ili kvadratne) nisu nam poznate metode za pronalazenje ta¢nog rjesenja ove
jednacine, pa su stoga numericke metode koje nam omogucavaju pronalazenje
pribliznog rjesenja s unaprijed zadanom tacnos¢u od velikog znacaja.

U postupku rjesavanja nelinearnih jednac¢ina mozemo razlikovati dvije faze,
ito

(1) lokalizacija rjesenja (odredivanje dovoljno malog segmenta koje sadrzi
jeddno rjesenje)

(2) izracunavanje pribliznog rjesenja sa zadatom tacnoséu nekom od itera-
tivnih metoda.

LOKALIZACIJA RJESENJA

Iz matematicke analize poznato je da, ukoliko je f : [a,b] — R neprekidna,
i f(a)- f(b) <0, postoji = € [a,b] takav da je f(x) = 0. Dalje, jasno je da,
ukoliko je f : [a,b] — R neprekidna, f(a)-f(b) < 0,1 postoji f'(z) (z € (a,b))
i konstantnog je znaka (tj. funkcija f je monotona), onda postoji tacno jedan
x € [a,b] takav da je f(z) = 0.

Lokalizacija rjesenja je, dakle, postupak kojim se izoluju sva rjeSenja pos-
matrane jednacine u razli¢itim intervalima, koriste¢i navedene rezultate, kao
i pojedine druge metode, poput osnovnog teorema algebre, grafike elemen-
tarnih funkcija i sl.

Prema teoremu o srednjoj vrijednosti, jednostavno slijedi da je opé¢a formula
za ocjenu greske pribliznog rjesenja x*

W]
T mingepa | ()]
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METODA BISEKCIJE (METODA POLOVLJENJA SEGMENTA)

Neka je [a,b] interval u kojem se nalazi neko rjesenje jednacine f(z) = 0, i
neka je f : [a,b] — R neprekidna. Ideja ove metode sastoji se u suzavanju
ovog intervala [a, b] u kojem se nalazi rjesenje. Raspolovimo segment |a, b] =
[ag, bo] na dva podsegmenta [a, z1] i [z1, b], pri Cemu je x1 = “T“’, te ispitujemo
u kojem od segemenata se nalazi rjeSenje z. Ukoliko je f(z1) = f(%£2) =0,
onda je r = “TH’ U suprotnom, vrijedi ili f(a) - f(x1) < 0 Sto znaéi da je
x € [a,x1] = [ag, b1], ili f(x1)- f(b) < 0 Sto znaci da je x € [x1,b] = [ay, by].
U prvom sluc¢aju nastavljamo sa polovljenjem segmenta [a,z;], u drugom
slucaju nastavljamo sa polovljenjem segmenta [z, b]. Ponavljamo postupak

do zZeljene tacnosti.

Naime, ovim postupokom dobijamo niz segmenata
[CL, b] = [a07 bO] 2 [&1,191] ) [a2:b2] DD [an;bn] s

za koje vrijedi f(a,) - f(b,) < 0, tj. koji sadrze rjesenje jednacine f(z) = 0,
a aproksimacije rjesenja x su redom

Qp—1 + bnfl
Ty = 9

Kako je b, — a, = 2%(() — a), ocjena za gresku je

1
|z, — x| < W(b —a),
stoga da bismo postigli Zeljenu ta¢nost dovoljno je da vrijedi #(b —a) <e.
Iz ovog uslova moguce je, dakle, unaprijed odrediti broj n potrebnih iteracija.

Metoda bisekcije je veoma jednostavna i ima sigurnu konvergenciju, odnosno
uvijek dovodi do pribliznog rjesenja sa zeljenom tac¢noséu, ali je njena kon-
vergencija jako spora.

NEWTONOVA METODA TANGENTE

Neka je [a,b] interval u kojem se nalazi neko rjesenje jednacine f(x) =
0, i neka je f : [a,b] — R neprekidna. Neka je dalje izabrana pocetna
aproksimacija . Ideja metode je aproksimirati funkciju f tangentom na
graf funkcije f u tacki (zq, f(20)), 1 definirati novu aproksimaciju z; u tacki
gdje ta tangenta sijece rz—osu. Postupak ponavljamo dok ne postignemo
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zZeljenu tacnost.

Jednacina tangente u tacki (z,, f(x,)) je

Yy — f(xn) = f/(l’n)(JT - ZL‘n),
pa slijedi da je formula za sljede¢u aproksimaciju

f/(l’n)'

Kada ova metoda konvergira ka trazenom rjeSenju? Ako je f neprekidna
funkcija koja ima neprekidnu prvu i drugu derivaciju na segmentu [a, b], ako
postoji barem jedno rjesenje na tom segmentu (tj. ako f(a)- f(b) < 0), ako
f/1 f” imaju stalni znak na segmentu [a,b] (tj. ako je funkcija fopadajuéa
ili rastuca, i konveksna ili konkavna), iterativni proces x,i1 = z, — J’:,(é’;))
konvergirati ¢e ka rjesenju x, ako pocenta aproksimacija xq zadovoljava uslov
f(zo)- f"(zo) > 0 (Sto znaci da pocetnu vrijednost x treba odabrati na ”str-

mijem” dijelu grafa funkcije f).

Tp+1 = Tp —

Za ocjenu greske pribliznog rjesenja x* mozemo koristiti opéu formulu

|/ (")]

mian[a,b] ‘f’(I)| .

|lz* — x| <

Newtonova metoda ne konvergira uvijek (potreban je niz navedenih uslova da
bi metoda konvergirala), ali ako konvergira, ta je konvergencija mnogo brza
od prethodnih metoda. Stoga je Newtonova metoda jedna od najpoznatijih
i najefikasnijih metoda numericke analize.

NEWTONOVA METODA SJECICE

Neka je [a, b] interval u kojem se nalazi neko rjesenje jednacine f(x) = 0, i
neka je f : [a,b] — R neprekidna. Ako ne znamo derivaciju f’ funkcije f, ako
se ona tesko racuna ili ako je u nekoj iteraciji f’(z,) = 0, onda je Newtonovu
metodu tesko ili nemoguce primjeniti, pa tu metodu mozemo modificirati na
razlicite nacine kako bismo izbjegli nalazenje tog izvoda u svakom koraku
iteracije. Naprimjer, jedna od modifikacija jeste uvijek u svakom koraku it-
eracije uvrstavati uvijek f’(zo) umjesto f’(x,). Ipak, verovatno najvaznija
modifikacija je metoda sjecice. Neka su izabrane pocetne aproksimacije xg,
x1. Onda tangentu (odnosno, dalje i samu funkciju f) mozemo aproksimirati
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sjecicom kroz tacke (xq, f(zo)) 1 (x1, f(x1)), te definirati sljedeéu aproksi-
maciju xo u tacki gdje sjecica sijece xr—osu.
f/($0) o~ f('rl) B f(l’()) ]
1 — X

Jednacina sjecice je

y— flzn) = — (z — ),

pa je formula za aproksimaciju

Ty — Tp_1

Tpi1 = xn — flx .
n+1 n f( 77,)f<:[;n) o f(f]]nil)
Za ocjenu greske pribliznog rjeSenja x* mozemo koristiti opéu formulu

e LG
T Milgefe ) |f'(x)]

Konvergencija metode sjecice mnogo je brza od konvergencije metode bisek-
cije ili metode proste iteracije, ali je sporija od Newtonove metode tangente.

METODA REGULA FALSI (METODA POGRESNOG POLOZAJA)

Neka je [a, b] interval u kojem se nalazi neko rjesenje jednacine f(x) = 0, i
neka je f : [a,b] — R neprekidna. Metoda regula falsi predstavlja kombi-
naciju metode sjecice i metode bisekcije, jer je ideja koristiti sjec¢icu kako bi
se aproksimirala vrijednost od f(z), ali se uvazava i predznak od f(z,).
Naime, metoda bisekcije ima sigurnu konvergenciju, ali je vrlo spora. Regula
falsi je prirodni pokusaj ubrzavanja metode bisekcije. Ideja ove metode jeste
aproksimirati funkciju f pravom koja prolazi kroz tacke (a, f(a)) i (b, f(b))
(stoga se ¢esto ova metoda naziva i metoda linearne interpolacije), a trazenu
tacku x aproksimiramo sa nulom te prave (koja sigurno postoji jer f(a) -
f(b) < 0), ozna¢imo je sa z;. Jednacina prave kroz navedene tacke je

pa je formula za pocetnu aproksimaciju

a—2b
$1:f(a)'m+a.
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Dalje, na isti na¢in kao u metodi bijekcije, ispitujemo koji od intervala [a, x1],
[1,b] sadrzi rjeSenje jednacine, a zatim se postupak ponavlja. Dakle, postu-
pak rjesavanja metodom regula falsi vrlo je slican rjesavanju metodom bisek-
cije, s tom razlikom sto se sljede¢a aproksimacija ne dobije pukim racunanjem
srednje vrijednosti krajeva intervala, nego se dobija kao presjek sjecica sa x-
osom.

Za ocjenu greske pribliznog rjesenja x* mozemo koristiti opéu formulu

|f(z")]

Mingefay) | f/(2)]

|lz* — x| <

Ova metoda takoder ima sigurnu konvergenciju, uz iste pretpostavke kao
metoda bisekcije.

METODA PROSTE ITERACIJE (METODA FIKSNE TACKE)

Neka je [a, b] interval u kojem se nalazi neko rjesenje jednacine f(x) = 0, i
neka je f : [a,b] — R neprekidna. Primjetimo da su sve prethodne metode
oblika z,.1 = ¢(x,), pri ¢emu funkcija ¢ u svakim od ovih metoda ima
odredeni oblik. Stoga je prirodno pitanje konstrukcije opée metode ovog ob-
lika. Zapisimo jednacinu f(z) = 0 u njoj ekvivalentnom obliku z = ¢(x),
§to je uvijek moguée, i to na viSe razlicitih na¢ina. Npr. 22 —a = 0 &
r=14+r—a4 z=a/r & r =05+ a/r). Dakle, nalazenje rjesenja
jednacine f(z) = 0 ekvivalentno je nalazenju fiksne tacke preslikavanja ¢, pa
otuda i drugi naziv za ovu metodu.

Pocetnu aproksimaciju xy biramo proizvoljno, a sljede¢e aproksimacije dobi-
jamo na sljedeci nacin

T = ¢($0>
Ty = ¢(11)
Ty = O(xp_1).

Kada ova metoda konvergira ka trazenom rjesenju? Ako je ¢ : [a,b] — [a,b]
neprekidno diferencijabilna funkcija i ako vrijedi

(g € 0,1))(Vz € (a,0))(|¢' ()] < q),
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tada iterativni postupak x, = ¢(z,_) konvergira ka jedinstvenom rjesenju
jednacine x = ¢(r) na segmentu [a, b], neovisno od pocetne aproksimacije
xo € [a, b]. Dalje, vrijede sljedece procjene greske

n

q
|z, — x| < 0 |21 — o),

ili ‘

q
1—gq
ali je moguce koristiti i opéu formulu za procjenu greske.

|z, — 2] < Ty, — T,

Postoji jos mnogo metoda za numericko rjesavanje jednacina, ali navede su
svakako sve koje se najces¢e primjenjuju. Medutim, jako cesto se ustvari
kombiniraju dvije ili tri od navedenih metoda. Naprimjer, metodom bisekcije
mozemo do¢i do nekog pribliznog rjesenja x,, kojeg onda mozemo uzeti za
pocetnu aproksimaciju za Newtonovu metodu, i sl.

DZ III: R. Scitovski (str. 88, 89, 90, 91) - Zadaci 4.5, 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 4.10,
4.12, 4.16, 4.28, 4.29.
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IV NUMERICKO DIFERENCIRANJE I IN-
TEGRACIJA

Diferenciranje i integracija su vrlo ¢esti zadaci matematicke analize. Medutim,
u mnogim prakti¢nim zadacima funkcija y = f(z) je zadata tabli¢no ili je
analiticki izraz f(z) jako komplikovan, pa je nalazenje izvoda ili integrala
nemoguce ili vrlo tesko.

Jedan od naéina za numericko diferenciranje funkcije f(z) jeste prvobitno in-
terpolirati funkciju f(z) ~ P,(x) nekim od polinoma iz prethodnoh poglavlja,
te izvod racunati kao f'(z) ~ P/ (x), ali ovaj postupak moze dovesti do ve-
likih gresaka (kada?), jer mala odstupanja polinoma P,(x) od funkcije f(x)
ne implicira mala odstupanja polinoma P!(z) od izvoda f’(x). Jedna od
boljih alternativa jeste koristiti definiciju izvoda

[+ h) — flx)
! — 1
te izvod funkcije u tacki racunati na sljedec¢i nacin
flx+h)— f(zx
Py LW =)
(x+h)—nh

pri ¢emu je h jako mali broj. Ukoliko je funkcija zadana analiticki, A mozemo
odabrati proizvoljno (mali), a ukoliko je funkcija zadana tabli¢no, za h mozemo
izabrati korak interpolacije, pa

fl(@i) =

f(xiﬂ) - f(ﬂfz)

Tit1 — T4

Medutim, za bilo koju funkciju f mi mozemo tacno izracunati njen izvod,

Pored toga $to funkcija f moze biti zadata tabli¢no ili je analiticki izraz
f(z) jako komplikovan, postoji mnostvo primjera funkcija koje se ¢ine jed-
nostavnim, ali ¢iji integral nije mogucée tacno izracunati, te su stoga nu-
mericke metode integriranja od velikog znacaja. Moguce je konstruisati ra-
zlicite formule za priblizno racunanje integrala, a najces¢e se one dobijaju
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aproksimirajué¢i podintegralnu funkciju nekim od interpolacionih polinoma
iz. prethodnog poglavlja f(x) ~ P,(x), te dalje integrirajué¢i dobijeni poli-
nom. Primjenjujuéi ovaj postupak na bilo kojem od polinoma iz prethodnog
poglavlja dobijamo iste formule (tzv. Newton-Cotesove formule), te je do-
voljno da ih izvedemo za samo neki od njih, naprimjer Lagrangeov interpo-
lacioni polinom f(z) &~ L,(z).

/abf(m)dx
g

i L,(x)dx
:/b(ipi(x)f(%))dl'
— Zf T / pi(w)dz

—Zf / x—xo)(x—xl)-----(x—xi_l)(x—xiﬂ)-...(m—xn) s

—.To)< —Il) c (IZ—$1_1>(IZ —l’i+1) . (IZ —l’n)

Ukoliko su ¢vorovi interpolacije xg, x1, ..., x, ekvidistantni, h = , 1z gore
navedene jednakosti za razlicite vrednost1 n dobijaju se razhc1te Newton—
Cotesove formule, a neke od njih zbog specificnog znacenja nose i posebne

nazive:

Ime / Formula [* ~ [ = fabf(x)dx Greska
1 Trapezna formula '
bga, [f(a) + f(b)} R — _(b;;l)‘ f(?)(g) _ _bl—za h2f(2)
2 Sipmsonova 1/3 formula
P53 1S (@) + 41 (%5%) + f(0)] R =~ () = —5h' 99
3 Sipmsonova 3/8 formula
"5 (f(0) + 3F(352) + 3F(“52) + FO)) | R =~ fO(6) = —*h' O (e),

pri ¢emu je & € [a,b]. Kako vrijednost ¢ nije poznata, gresku ra¢unamo
ogranicavajuci odgovarajuci izvod odozgo. Tako naprimjer gresku pri racunanju
integrala koristeci trapezno pravilo racunamo na sljede¢i nacin

Ol el < O ma 170(@)

Rl=|-
|7 =1 12 12 acioy

Iz formula za gresku ocito je da greska bitno ovisi od duzine intervala [a, b].
Stoga je nekad potrebno podijeliti interval [a,b] na odredeni broj podinter-
vala i na njima primjenjivati navedene osnovne formule, kako bi se dobila
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sto bolja (zadana) tacnost. Pri takvoj podjeli, trapezna formula primjen-
juje sa na jedan, Simpsonova 1/3 na dva, a Sipmsonova 3/8 na tri susjedna
podintervala.

DZ IV: R. Scitovski (str. 134, 135, 136) - Zadaci 7.4, 7.5, 7.6, 7.8, 7.10.
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