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Uradjeni zadaci u sljede¢em materijalu u potpunosti prate skriptu ” Uvod
u funkcionalnu analizu (Predavanja 2008,/2009)”, autor dr.sci. Nermin OKki¢i¢,
docent, te su tako podijeljeni u identicna poglavlja i sekcije kao u navede-
noj skripti. Materijal je, dakle, najprije namijenjen studentima Prirodno-
matematickog fakulteta Univerziteta u Tuzli, na kursu Realna analiza. Vjezbe
su prvenstveno usmjerene ka Sto boljem razumijevanju osnovnih pojmova u
navedenim cjelinama, te su zadaci pazljivo birani u skladu sa tim ciljem.
Studentima koji ¢e koristiti ove vjezbe izric¢ito se preporucuje da prvobitno
samostalno pokusaju uraditi sve zadatke, prije osvrta na izlozena rjesenja.

Cujem, i zaboravim;
Vidim, © zapamtim,;
Uradim, 1 razumijem.
(Azijska poslovica)

Preporucuje se da se vjezbe ¢itaju po datom redoslijedu, jer se cesto
navode razlicite napomene, primjedbe i detaljna objasnjenja nekih zakljucaka,
koja se kasnije podrazumijevaju i izostavljaju. Dokazi svih izlozenih teorema
nalaze se u skripti ”Uvod u funkcionalnu analizu (Predavanja 2008/2009)”.
Literatura koristena u izboru najveceg broja zadataka je sljedeca:

1. N. Okici¢, Uvod u funkcionalnu analizu (Predavanja 2008/2009)
2. S. Aljanci¢, Uvod u realnu i funkcionalnu analizu

3. C.D. Aliprantis, O. Burkinshaw, Principles of Real Analysis

4. C.D. Aliprantis, O. Burkinshaw, Problems in Real Analysis

5. Efe A. Ok, Real Analysis with Economic Applications,

kao i vijezbe na kursu Realna analiza kod asistentice Mirele Gari¢, te raniji
ispitni rokovi. Rjesenja istih u najveé¢em broju rad su autorice ovih vjezbi,
kao i sve greske u materijalu.

Na kraju je neophodno napomenuti da su do sada objavljeni dijelovi ove
skripte inili njenu prvobitnu, radnu i nepregledanu verziju, koja je samim
time sadrzavala mnostvo gresaka. Mnoge greske su ispravljene, a veliki dio
njih zahvaljujuéi raznim uputama i primejdbama od strane studentana, ko-
jima se ovdje zahvaljujem.



Poglavlje 1

Metricki prostori

Rjesavanje zadataka iz ovog poglavlja studentima bi trebalo u potpunosti raz-
jasniti pojam metrike, te pojmove kompletnost, separabilnost i kompaktnost,
i njihov medjusobni odnos, te dati uvid u znacaj Banachovog stava o fiksnoj
tacki, prvenstveno kroz kvalitetno razumijevanje uslova tog teorema, a za-
tim i kroz primjenu istog na dokazivanje egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja
razlicitih tipova (sistema) jednacina, te konvergencije nizova.

1.1 Metrika i metricki prostori

Metrika je jedan od najvaznijih pojmova moderne matematike. Mnogi poj-
movi vezani za odredjeni skup ( medju njima najvazniji je pojam konvergen-
cije niza tacaka ) zasnivaju se isklju¢ivo na rastojanju izmedju dvije tacke, a
nezavisni su od drugih osobina tog skupa. Definicija rastojanja u odredjenom
prostoru omogucava nam razmatranje mnogih pojmova vezanih za taj skup,
poput npr. pojma kompletnosti, kompaktnosti ili neprekidnosti ( koji se svi
oslanjaju na pojam konvergencije ), koje smo ranije sretali u skupu realnih
brojeva.

Definicija 1.1.1 (METRIKA) Neka je X # () proizvoljan skup. Za funkciju
d: X xX — R kazemo da je metrika na X, ako zadovoljava sljedeca cetiri
uslova:

(M1) (Vo,y € X):  d(z,y) >0
(M2) d(z,y) =0 & z=y

(M3) (Vo,y € X): d(z,y) =d(y, )

(M4) (Vo,y,z € X):  d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)
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Tada uredjeni par (X, d) nazivamo metricki prostor.
Primjedba 1.1.1 U literaturi se nekad osobina (M1) navodi kao
(Vz,y e X): 0<d(z,y) < occ.

Zaista, primjetimo da je u gornjoj definiciji metrike navedeno da je preslika-
vanje d : X x X — R, odnosno da je d realna funkcija, tj. da nikada ne uzima
vrijednost co. Stoga trebamo biti oprezni, 1 uvijek prvobitno provjeriti da li
zadata funkcija uzima samo konacne vrijednosti, ukoliko to nije unaprijed
navedeno.

Prvo ¢emo navesti neke konkretne primjere metrickih prostora. Da bi
dokazali da je odredjena funkcija metrika, uvijek ¢emo pristupiti na isti nacin:
provjeriti ¢emo da li je zadata funkcija realna, a zatim provjeravamo i ak-
siome (M1)-(M4) iz same definicije metrike. Najcesce je jednostavno pokazati
da su zadovoljene osobine (M1)-(M3), dok dokazivanje osobine (M4) moze
predstavljati nesto ozbiljniji zadatak. Tada su nam ¢cesto od velikog znacaja
sljedece teoreme:

Teorem 1.1.1 (NEJEDNAKOST HOLDERA) Neka su a;,b; € R (ili
C) (1 =1,2,...,n), i neka je za realan brojp > 1, broj q definiran sa %—i—% =1.
Tada za sve n € N vrijedi

S aibi] < (3 laif?)» (O bil7) e
i=1 i=1 =1

Teorem 1.1.2 (NEJEDNAKOST MINKOWSKOG) Neka su a;,b; €
R (ili C) (i =1,2,...,n), i neka je p > 1. Tada za sve n € N vrijedi

(D lai+bi)s < Z|az\p%+<2\bi|fﬂ>%.
i=1 i=1

Kao sto je navedeno i u skripti, obje ove nejednakosti imaju i svoj integralni
oblik, tj. vrijede i sljede¢e nejednakosti

/ab'f“)g(t)idté( /ab|f(t)|pdt% / .
/|f +g(t)|Pdt)r < /If Pty /|g o
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U sljede¢im zadacima navedeni su uglavnom metricki prostori koji ¢e se
redovno spominjati tokom cijelog kursa Realna analiza.

ZADATAK 1.1.1 Neka je X proizvoljan skup i neka je d funkcija
definirana na sljedeci nacin:

0, =y,
s ={ § Y

Dokazati da je d metrika.

Rjesenje: Jasno je, na osnovu same definicije preslikavanja d, da je d(z, y) <
oo uvijek.

(M1) Kako d(z,y) uzima samo vrijednosti 0 i 1, o¢ito je d(x,y) > 0 uvijek
zadovoljeno.

(M2) Neka d(z,y) = 0. Po definiciji preslikavanja d, tada x = y. S druge
strane, ako je x = y ponovno na osnovu same definicije slijedi d(z,y) =
0. Dakle, zadovoljena je i druga aksioma metrike.

(M3) Ako je z =y, onda je iy =z, pa d(x,y) = d(y,z) = 0. Analogno, ako
r#ytadaiy #z, pad(r,y) =d(y,r) =1

(M4) Ako je x = y, onda je d(z,y) = 0 pa sigurno vrijedi nejednakost trougla
jer je desna strana nejednakosti uvijek nenegativna zbog (M1). Ako je
r # y, tada d(z,y) = 1. Proizvoljan z € X tada sigurno ne moze
istovremeno biti jednak i z i y, pa je barem jedna od vrijednosti d(z, z)
ili d(z,y) jednaka 1. Dakle, d(z, z) + d(z,y) > 1, pa je zadovoljena i
nejednakost trougla.

Prostor (X, d) sa ovako definiranom metrikom nazivamo diskretni metricki
prostor. Zbog svoje specificnosti ( a opet i jednostavnosti ), ¢esto nam
predstavlja koristan kontraprimjer, ili odmah pruza uvid u neke moguce
"situacije” za koje bi inace ¢esto intuitivno zakljucivali da (ne) vrijede u
svim metrickim prostorima, iako to nije slucaj. A
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ZADATAK 1.1.2 Nekajed: RxR — R funkcija definirana na sljedeci
nacin:

d(z,y) = |z —y|
Dokazati da je d metrika.

Rjesenjge: Vel je u samoj postavci zadatka navedeno da je d : RxR — R,
te odmah mozemo prije¢i na dokazivanje aksioma metrike.

(M1) Jasno slijedi iz definicije.
(M2) Druga aksioma jasno slijedi iz sljedeceg niza ekvivalencija
d(z,y) =0 & lz—y[=0

Sr—y=0
Sr=y

(M3) d(z,y) = [z —y[ = |y — 2| = d(y,z)
(M4) Nejednakost trougla je zadovoljena jer

e —yl=lr—z2+2z—y| < |z —2[+ |z -y
& d(r,y) <d(z,z) +d(z,y)

(R, d) je dobro poznati Euklidov prostor realne prave. A

ZADATAK 1.1.3 Dokazati da su sljedece funkcije metrike na R"(n €
N):

a. do(w,y) = O |v — i)z
=1

B =

(1<p<o0)

b. dy(z,y) = (Z |z, — yil?)

Rjesenje: Napomenimo prvobitno da su sve funkcije realne jer se radi o
kona¢nim sumama, odnosno maksimumu konac¢no mnogo vrijednosti.
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a.(M1) Jasno slijedi iz definicije.

(M2) Druga aksioma jasno slijedi iz sljedeceg niza ekvivalencija

do(z,y) =0 & (O |z —yl?)2 =0
i=1

Sr=y
(M3) d(z,y) = (3o = ) = Y lyi = wif*)* = d(y, 2)

(M4) Nejednakost trougla je zadovoljena jer

- 1 . 1
(Z 2 — yil)2 = (Z|$i—zi+zi—yi|2)2
i=1 i=1

* a 1 1
< (Z | = zi%)2 + (Z 2 — uil*)?

i=1 i=1

& d(z,y) < d(z,z) +d(z,y),
pri ¢emu (*) oznacava primjenu nejednakosti Minkowskog na a; =

T — zi, b =z — Y.
Ovako definirana metrika na R™ naziva se Euklidska metrika. Ukoliko
nije drugacije naglaseno, podrazumijevamo da je na metrickom pros-
toru R"(n € N) definirana upravo Euklidska metrika ds.

b. Potpuno analogno kao a. Primjetimo da je a. ustvari poseban slucaj

slucaja b.

c.(M1) Jasno slijedi iz definicije.

(M2) Druga aksioma jasno slijedi iz sljedeceg niza ekvivalencija

doo(®,9) =0 &  max |z; —y;| =0

L |-yl =0 (VieTn)

s =y (Mieln)
= T =

(M3) d(z,y) = max |o; —y;| = max |y; — 2| = d(y, z)

1<
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(M4) Nejednakost trougla je zadovoljena jer
|z — yil = |20 — zi + 20 — sl < | — zi] + 20 — wil,
pa tako vrijedi i

max [o; —yi| < max (o — z] + |z — 4il)
< s ]
< max |zi — zif + max |z — il

sto je ekvivalentno sa d(x,y) < d(z,2) +d(z,y).

A

Primjedba 1.1.2 Kako su ustvari definirane metrike d, (1 < p < 00) iz
prethodnog zadatka ako je n = 1, tj. na skupu realnih brojeva R? Elementi
z,y € R su tacke koje imaju samo jednu koordinatu, pa lako uwocavamo da se
ustvari sve metrike d, svode na nasu dobro poznatu Euklidovu metriku realne
prave iz ranijeq primjera, tj.

dp(z,y) = dy(z,y) = |[v —y| (Vp,1 <p < o0).

ZADATAK 1.1.4 Dokazati da sljedeca funkcija nije metrika na R™ :
(n = 2)

S

dy(,y) = (Z [z —w:l”)r (p<1)

Rjesenje:[NUSRET OGRIC] Kako bi dokazali da d, nije metrika zap < 1,
dovoljno je pokazati da d, nije realna funkcija, ili da nije zadovoljen neki od
aksioma metrike (M1)-(M4). Posmatrati ¢emo nekoliko slucajeva.

1°p<0
Jasno je da u ovom slucaju d, nece biti realna funkcija. Naprimjer,
ukoliko imamo vektore x i y koji se poklapaju barem u nekoj i-toj
koordinati, izraz |z; — y;|” nije konac¢an broj, pa tako ni d,(z,y).

20 p=10
Sada broj % nije konacan, pa je jasno da d, ponovno nije realna funkcija.
3 0<p<1

Ovaj slucaj jedini nije trivijalan. Naime, jednostavno se provjerava da
je d, realna funkcija, kao i da zadovoljava aksiome metrike (M1)-(M3).
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Provjera tih osobina je jednostavna, a ovdje je izostavljamo jer ustvari
nije ni neophodna u ovom zadatku kako nam je dovoljno pokazati samo
koja osobina nije zadovoljena. Navedeno nas upucuje na zakljucak da
nije zadovoljen aksiom (M4). Zaista, posmatrajmo sljedece vektore:

z = (1,0,0,0,...,0)
Y= (07 1a070a 70)
2 =1(0,0,0,0,...,0)

Na osnovu definicije metrike d, jednostavno nalazimo odgovarajuce
udaljenosti:

1 1
d(z,y) = (1P +17)r =25
d(xz,z) =1
d(z,y) =1
Primjetimo da, kako je 0 < p < 1, vrijedi

d(z,y) > d(z,z) +d(z,v9),

pa nejednakost trougla nije zadovoljena. Dakle, i u posljednjem slucaju
d, zaista nije metrika.

Zasto je u posljednjem zadatku n > 27

ZADATAK 1.1.5 Dokazati da su sljedeée funkcije metrike na Cla,b] (
Cla,b] je skup svih neprekidnih realnih funkcija na segmentu |a,b] ):

a. d(f,g) = sup [f(t) —g(1)]

a<t<b

= (J21£(t) — g(t)|2dt)>

Rjesenge:

a. Kako su po pretpostavci zadatka f,g € Cla,b], f i g su neprekidne
funkcije na [a,b], pa je i funkcija f — g, a dalje i funkcija |f — ¢|
neprekidna na [a,b]. Iz Matematicke analize I poznato nam je da je
[a, b] kompaktan skup, te da neprekidna funkcija na kompaktnom skupu
dostize svoju maksimalnu i minimalnu vrijednost ( detaljnije o ovoj
temi govoriti ¢emo u Sekciji 1.6.1 ). Stoga, funkcija | f — g| dostize svoju
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maksimalnu vrijednost na [a, b], odnosno sup |f'(t) — ¢'(¢t)| = d(f, 9)

a<t<b
postoji i konacan je.
~ g
]
[ 1
a b

(M1) Jasno slijedi iz definicije.
(M2) Osobina (M2) je takodjer zadovoljena jer
d(f,g)=0 < sup [f(t)—g(t)] =0
a<t<b

& () =g =0 (vt € [a,b])
< f(t) =g(t) (V€ [a,b])

S f=y
@B)Mﬂg%=§gﬂﬂ®—g®%=§gJﬂﬂ—f@HZdQJ)

(M4) Nejednakost trougla je zadovoljena jer za proizvoljne funkcije f, g, h €
Cla, b] vrijedi

£(t) = 9(t)]

= swp [f() = g(®)] < sup (1) = (D] + h(t) = 9(2))
h < sup /(1) = g(t)|+ sup [g(t)  h(t)

N

sto je ekvivalentno sa d(f, g) < d(f,h) + d(h,g).

Inace, ovako definirana metrika d je uobic¢ajena metrika na Cla, b], pa
ukoliko nije drugacije naglaseno, metricki prostor C[a, b] podrazumijeva
upravo tu metriku.
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b. Kako su po pretpostavci zadatka f,g € Cla,b], f i g su neprekidne
funkcije na [a,b], pa je i funkcija f — g, a dalje i funkcija |f — g|?
neprekidna na [a,b]. Iz Matematicke analize I poznato nam je da je
svaka neprekidna funkcija integrabilna, pa stoga fab |f(t) — g(t)|>dt pos-
toji i konacan je. Dakle, d je zaista realna funkcija.

(M1) Jasno slijedi iz definicije.
(M2) Osobina (M2) je takodjer zadovoljena jer

b

Af9)=0 & ( / () — g(t) Pyt = 0

<:>\f(t) g =0 (vt € [a,b])
() g(t) (vt € la,b])

& f =
008) (7.0 = ([ 150~ g’ = ([ o)~ s0Pa0} = d(o. 1)
(M4) Nejednakost trougla je zadovoljena na osnovu nejednakosti Minkowskog

( integralni oblik, p = 2).
Ovako definirana metrika na C|a, b] naziva se kvadratnom.

l\.’)\»—‘

ZADATAK 1.1.6 Da li je d(f,g) =sup |f(t) — g(t)| metrika na C(R)?
teR

Rjesenje: Ne. Na osnovu prethodnog zadatka, jasno je da se niSta nece
mijenjati u dokazu aksioma metrike, pa one vrijede. Ipak, ovako definirana
funkcija na C(R) x C(R) nije realna. Naime, neka je naprimjer f(t) = ¢ i
g(t) = 0. Tada d(f, g) = sup | f(t) — g(t)| = sup |¢| = cc. A

teR teR

ZADATAK 1.1.7 Provjeriti da li je p metrika na C*[0,1], ako je defini-
rana na sljedeéi nacin:

p(f,g) = max |f'(x) — g'(z)]

0<z<L1

Rjesenje: Posmatranjem zadatog preslikavanja p, brzo mozemo ouciti
da p ne zadovoljava osobinu (M2), pa samim time nije metrika. Naime,
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primjetimo:
plfi9)=0 & max |f(z) - ¢'(x)] =0
& (Ve el0,1]): |f(x) —g'(z)] =0
& (Ve el0,1]): fl(z) =g'(x)
# (Ve e[0,1]): f(z) = g(x),

jer ne postoji razlog zbog kojeg bi dvije neprkidne funkcije koje imaju jednake
izvode bile i same jednake. Naprimjer, posmatramo li neprekidne funkcije

f:0,1] =R, f(x)=Ch,
qg: [O, 1] — R, g(x) = Cg, (Cl 7é 02)

jasno je da f'(x) = ¢'(x) = 0 za sve z € [0, 1], pa tako i
p(f.g) = max |f'(x) — g'(x)| =0,

0<z<1

a oc¢ito je da f # g. Zbog vjezbe ipak ¢emo provjeriti da li su zadovoljene
ostale osobine iz definicije metrike. Kako su po pretpostavci zadatka f,g €
C'0,1], f"i ¢’ su neprekidne funkcije na [0, 1], pa je i funkcija f' — ¢', a dalje
i funkcija | f— ¢’| neprekidna na [0, 1]. Iz Matematicke analize I poznato nam
je da je [0,1] kompaktan skup, te da neprekidna funkcija na kompaktnom
skupu dostize svoju maksimalnu i minimalnu vrijednost ( detaljnije o ovoj
temi govoriti ¢emo u Sekciji 1.6.1 ). Stoga, funkcija |f’ — ¢’| dostize svoju
maksimalnu vrijednost na [0, 1], odnosno [Inax |f'(z)—g'(z)] = p(f, g) postoji

i konacan je.
(M1) Jasno slijedi iz definicije.

(M2) Veé¢ smo pokazali da p(f,g) = 0 ne implicira f = g. Ipak, trivijalno
uocavamo da vrijedi obrat, tj. da

f=9 = oplf,9)=0
(M3) p(f,g) = max |f'(x) — ¢'(z)| = max |g'(x) — f'(x)| = p(g, f)

0<z<1 0<z<1

(M4) Nejednakost trougla je zadovoljena jer za proizvoljne funkcije f, g, h €
C'10,1] vrijedi

[f'(x) = g'(z)] =|f'(z) = W(z) + h(z) - g'(2)
< |[f'(x) = I (2)| + |W(z) — ¢'(x)]
= max |f'(z) —g'(2)] < max(|f'(z) = W) + |I(z) = g'(2)])
< fax |f'(x) — ¢'(2)| + max |g'(z) — ' (2)],

sto je ekvivalentno sa p(f,g) < p(f, h) + p(h, g).
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Dakle, p zadovoljava sve osobine metrike osim dijela aksiome (M2), odnosno
osim uslova
p(f9) = [f=g

Inace, takvi prostori se nazivaju pseudometricki. A

ZADATAK 1.1.8 Da li je d(f,g) = inf |f(t) — g(t)| metrika na

a<t<b
Cla, b)? o

Rjesenje: Ne. Kao i u prethodnom zadatku, ovako definirana funkcija d
je pseudometrika. Naime, jasno je da mozemo izabrati dvije razlic¢ite funkcije
f g, ali da vrijedi d(f,g) = 0.

Dakle, ne vrijedi d(f,g) = 0= f = g. Zaista,

A(f.9) =0 int 1)~ g(t)] =0,
no nema razloga da navedeno dalje povlaci jednakost funkcija f i g.
Da vrijede sve ostale osobine metrike lako je pokazati, a isto se moze zakljuciti
i osvréudi se na primjer uobic¢ajene metrike na Cla, b] - sve §to smo zakljuéili
za supremum, analogno bi mogli zakljuéiti i za infimum. A
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ZADATAK 1.1.9 Dokazati da je (X, d) metricki prostor ako je

a. X = ¢ skup svih konvergentnih nizova; d(x,y) = sup |x, — y,| za

neN
T = (Tn)nen; ¥ = (Yn)nen € ¢
b. X = ¢y skup svih nula nizova ( nizovi koji konvergiraju nuli );
d(l‘, y) = Sup ‘xn - yn‘ 24 T = (:Cn)nGNu Yy = (yn>n€N € Co

neN

c. X =1, skup svih nizova sumabilnih sa stepenom p (1 < p < c0), tj.

b= {e = (@nen © Y |zal? < 00}; d(wy) = (Y |2 — yal?)?

neN neN
2a & = (Tp)news Y = (Yn)nen € Iy

d. X = ly skup svih ogranicenih nizova, tj. loo = {x = (Tp)nen :

Sup‘xn‘ < OO}; d(x,y) = Sup‘xn - yn‘ 2a r = (xn)neNuy =
neN neN

(yn)neN S loo

Rjesenge:

a. Kako je poznato iz Matematicke analize I ( a detaljnije u sekciji 1.3 ),
svaki konvergentan niz je ogranic¢en, pa su prozivoljni nizovi (z,)nen,
(Yn)nen ograniceni. Tada je jasno i niz (z, — Yn)nen Ogranicen, pa je

zaista d(x,y) = sup |r, — y,| < 0o. Pokazimo da su zadovoljeni i svi
neN
aksiomi metrike.

(M1) Jasno slijedi iz definicije.
(M2) Osobina (M2) je takodjer zadovoljena jer

d(z,y) =0 < supl|z, —ys| =0
neN
&S|z, —yn| =0 (VYn eN)
S x, =Y, (VneN)
Sr=y

(M?)) d(l’,y) = Sup |xn - yn| = Sup |$n - yn| = d(y>$)

neN neN

(M4) Nejednakost trougla je zadovoljena jer za proizvoljne nizove z, y, z €
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c vrijedi

|xn - yn| = |
S |xn - Zn| + |Zn - yn|

= sup [zn — yn| < sup(zn — za| + |20 = al)

neN neN
< sup |x, — z,| + sup |z, — Ynl,
neN neN

sto je ekvivalentno sa d(z,y) < d(x, z) + d(z,y).

b. Potpuno analogno kao pod a. Stavise, mozemo reéi da b. slijedi zbog
a., jer je co C c.

c. Na osnovu nejednakosti Minkowskog imamo

d(z,y) = O nen [Tn — Ynl?)

LA

1
< (nen [Tn = ynl")7 + (pen 20 = ynl”)

x,y€lp
< 00+ 00 =00,

Al

tj. d je zaista realna funkcija.

(M1) Jasno slijedi iz definicije.

(M2) Druga aksioma jasno slijedi iz sljedeceg niza ekvivalencija

1
d(aj,y):O <:>(Z |$n_yn|p>p =0
neN
Sx,—y, =0 (VYneN)

sz, =y, (VneN)
ST =Yy

(M3 Z|$n yn|p % = Z |yn _$n|p % = ( )

neN neN
(M4) Nejednakost trougla je zadovoljena jer

1 1
Dl —mlP)e = lon = 20 + 20— yul)?

neN neN

* 1 1
< Z|$n_zn|p p Z|Zn yn‘p p

neN

& d(z,y) < d(z,z) +d(z,y),
pri cemu (*) oznacava primjenu nejednakosti Minkowskog na a,, =
Tpn — Znabn = Zn — Yn-
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d. Da je (lo,d) metricki prostor mozemo zaklju¢iti na osnovu a., jer u
dokazivanju svih osobina metrike u sluc¢aju a. ustvari koristimo samo
osobinu ogranic¢enosti nizova. Naravno, ukoliko bismo direktno zeljeli
pokazati te osobine, ucinili bi to potpuno analogno kao pod a.

A
ZADATAK 1.1.10 Dokazati da je (Ly[a, b, d) metricki prostor, gdje je
L,la,b] skup Lebesgue integrabilnih funkcija sa p-tim stepenom (1 < p <
b
50) nad segmentom (o, 8], 1 d(f.9) = ([ 1) - a0t}
Rjesenje: Sve funkcije f,g9 € Lyla,b] su Lebesgue integrabilne na [a, b],
pa zaista d(f, g) / |f (%) )\pdt)P < oo uvijek.

(M1) Jasno slijedi iz definicije.

(M2

) Osobina (M2) je takodjer zadovoljena jer

A7.9)=0 = ([ 170~ glo)Pan =0
Ul -g0l=0 (< fos)
@ 0 =40 (4 €lot)

& f=

008) atr.0) = ([ 170 - gpant = ([ loo) - sora = atg. 1)

(M4) Nejednakost trougla je zadovoljena na osnovu nejednakosti Minkowskog

( integralni oblik ).

ZADATAK 1.1.11 Provjeriti da li su dy i dy metrike na R, ako su
definirane na sljedeéi nacin:

dilw,y) = |t —
dy(x,y) = |arctanx — arctany|
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Rjesenje: Provjerimo prvobitno da je li je d; metrika na R. Da d; uzima
samo konacne vrijednosti jasno je iz sljedeceg:

di(z,y) =8 —
< o+ I
= ol T T

<1l4+1=2

< 00,

za sve x,y € R. Provjerimo sada aksiome metrike:

(M1) Jasno slijedi iz definicije.

(M2)

10

20

40

di(r,y) =0 « |1f\x\ - lf\y|| =0
_ Yy
S TR = T

Srtalyl=y+|rly

z>0,y>0
di(z,y) =0 & r+ry=y+ay
Sr=y
r<0,y<0
di(z,y) =0 S r—ry=y—1Y
Sr=y
x>0,y <0

di(z,y) =0 S z—ry=y+ry
&=y 4+ 2xy,

Sto je nemoguce jer je lijeva strana jednakosti pozitivna, a desna
negativna. Dakle, sigurno nikada nece vrijediti d(x,y) = 0 ako
x>0,y <O.

r<0,y>0

di(r,y) =0 Szt+ay=y—axy
S+ 2y =y,

Sto je ponovno nemoguce jer je lijeva strana jednakosti negativna,
a desna pozitivna.
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Stoga, zaista vrijedi dyi(z,y) =0 <z =1y.
(M3) dy(2, ) = | — 72| = |2 — 12| = da(y, 2)

(M4) Konac¢no, nejednakost trougla je zadovoljena za sve x,y, z € X jer

| r  _ _Y | :| T _Z 4 _Z Y |
1+|z| 1+]y| 1+|z| 1+|z2| 1+]z| 1+]y|
z

< ‘l—ﬁx\ gl T |1+Z|z| N 1f|y\‘
= dl(x>y) S dl(l’, Z) + dl(z’y)

Na osnovu (M1)-(M4) zaklju¢ujemo da preslikavanje d; jeste metrika na R.
Ispitajmo da li je i dy metrika. Kako funkcija arctanz uzima vrijednosti u

£,Z), onda

intervalu (3, 5

T
dy(x,y) = |arctan x — arctan y| < | arctan x| + | arctany| < B + 5 =7 <0

Sada prelazimo na ispitivanje aksioma metrike.
(M1) Jasno slijedi iz definicije.
(M2) Kako je funkcija arctan z dobro definirana i injektivna, imamo

dy(z,y) =0 <& |arctanz — arctany| =0
& arctanx = arctany
Sr=y

(M3) dy(z,y) = |arctanx — arctany| = | arctany — arctan x| = d(y, )

(M4) Nejednakost trougla je zadovoljena za sve z,y,z € X jer

arctan x — arctan z + arctan z — arctan y/|

| arctan x — arctany| = |
< | arctan x — arctan z| + | arctan z — arctan y|

g dg(.ﬁ(},y) < dg(l‘, Z) + dg(Z,:g).

Dakle, i preslikavanje ds je metrika na R. A

ZADATAK 1.1.12 Neka je (X,d) metricki prostor. Neka je D : X X
X — R preslikavanje definirano sa

D(z,y) =In(1+d(x,y)).

Dokazati da je D metrika.

Rjesenge:
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(M1) d je metrika na X, pa vrijedi:

(Vx,y € X) d(z,y) >0
= (Vz,ye X): 1+d( Jy)>1
= (Vz,ye X): In[l+d(z,y)]>Inl
= Vez,ye X): D(z,y)>0

(M2) Kako je d metrika, vrijedi d(z,y) = 0 < z = y. Stoga imamo:

D(z,y) =0 < In[l+d(z,y)]=0=1Inl
S l+d(zy) =1
< d(z,y) =0
STr=yY

(M3) Kako je d metrika, vrijedi d(z,y) = d(y, x), pa tako vrijedi i:
D(z,y) = In[l + d(z,y)] = [l + d(y, z)] = D(y, ).

(M4) Naravno, i u dokazivanju nejednakosti trougla za funkciju D koristiti
¢emo cCinjenicu da je d metrika, odnosno da d zadovoljava nejednakost

trougla:
(Vo,y,z€ X): d(z,y) <d(z,z) +d(z,vy)
= (Vz,y,z€ X): 1+d(x,y)§1+d(x 2)+d(z,y)
L (vay e X): dlny) < 1+d(,2) +d(z,y) + d(r, 2)d(z,y)
= (Vz,y,2€X): 1+d(z,y) < [1+d(=,2)][1+d(z,y)]
= (Vo,y,z€ X): In[l +d(z,y)] <In[l +d(z,2)][1 +d(z,y)]
=  (Va,y,z € X): [l +d(z,y)] <In[l +d(z,2)] + In[l +d(z,y)]

Posljednja nejednakost upravo je ekvivalentna nejednakosti D(z,y) <
D(z,z) + D(z,y).

Sada ¢emo dokazati neke osobine metrike koje se ¢esto koriste, a koje su
u skripti "Uvod u funkcionalnu analizu (Predavanja 2008/2009)” uglavnom
navedene u obliku lema bez dokaza.
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ZADATAK 1.1.13 Neka je (X,d) proizvoljan metricki prostor.
Dokazati da vrijede sljedece osobine:

a. (le,x2,...,xn € X,’fl Z 2) : d(l‘l,l’n) S d(flfl,.l’g) + d(IQ,Ig) +
o+ d(Ty, )

b. Vr,y,z€ X):  |d(z,y) —d(x, 2)| <d(y, =)
c. Vo,y,z,te€X): |d(z,z)—d(y,t)| <d(zr,y)+d(z1)

Rjesenge:
a. Tvrdnju ¢emo dokazati koriste¢i princip potpune matematicke induk-
cije.
1° Provijerimo ta¢nost tvrdnje za n = 2. Tvrdnja je tacna jer je d
metrika, pa vrijedi nejednakost trougla.

20 Pretpostavimo da je tvrdnja tacna za n = k, (k > 2) tj. neka za
sve Iy, Tg, ..., T € X, (k > 2) vrijedi

d(l’l, LL’k) S d(l’l, LL’Q) + d(LL’Q, LL’3) 4+ ...+ d(l’k_l, S(Zk)
3% Provjerimo tacnost tvrdnje zan = k+1. Neka su zy, To, ..., T, Tpr1 €
X proizvoljni. Imamo:
(M4)
d(ry, 2p1) < d(wy, 2p) + d(Tk, Tpyr)

20
< d(z1,x2) + d(xe, 23) + ... + d(Tk_1, 2k) + d(T, Tpy1)

Po principu potpune matematicke indukcije, sada mozemo zakljuciti
da je tvrdnja tacna za sve n € N.

b. Neka su z,y, z € X proizvoljni. Primjetimo:

|d(z,y) — d(z, 2)| < d(y, 2)
g _d(y7 Z) < d(l’,y) - d(SL’, Z) < d(y7 Z)
A _d(y7 Z) < d(SL’, y) - d(SL’, Z) A d(SL’, y) - d(l’, Z) < d(y7 Z)
& d(x,z) <d(z,y) +dy,z) Nd(x,y) < d(y, z) + d(z, 2)
(A(g) d(z,z) <d(x,y)+d(y,z) Nd(x,y) < d(y, z) + d(z, x),

sto je ekvivalentno aksiomu (M4).
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c. Neka su x,y, z,t € X prozivoljni. Tada vrijedi:

d(z,2) —d(y,t)] = |d(z,2) —d(z,y) +d(z,y) — d(y,t)]
< d(z,2) — d(z, )| + |d(z,y) — d(y, 1)]
“‘bi?” d(z, ) — d(z,y)| + |d(y, 2) — d(y, 1)|
< d(x,y) +d(z,t)

usavrsiti razumijevanje definicije metrike, jer zahtijevaju kvalitetno shvatanje

aksioma metrike (M1)-(M4).

ZADATAK 1.1.14 Za koje a € R ée funkcija d(z,y) = |x — y|* biti
metrika na R?

Rjesenje: Radi lakseg tumacenja, ispitivati ¢emo funkciju d kroz nekoliko
slucajeva, odnosno intervala u kojima se nalazi o € R. Da bi dokazali da d
nece biti metrika za odredjeni v dovoljno je uociti da za takav a ne vrijedi
neki od aksioma metrike, §to mozemo uéiniti provjerom redom aksioma (M1)-
(M4) ili direktnim uocavanjem koji aksiom nije zadovoljen.

1 a<0
d nije metrika jer ne vrijedi d : R x R — R, kako je d(0,0) = oco.

20 =0
d nije metrika jer ne vrijedi d : R x R — R, kako d(0,0) = 0° nije

definirano.

3% ae(0,1)
Jednostavno se pokazuje da zaista vrijede aksiomi (M1)-(M3). Aksiom
(M4) (Vx,y,z2 € X) : |z —y|* < |z — z|* 4+ |z — y|* je takodjer
zadovoljen zbog ¢injenice

(Va,b e R) :  |a+b]* < |a|* +|b]*.

(zaa=x—z, b= z—1y) Da bi dokazali navedenu ¢injenicu, uvedimo
pomoc¢nu funkciju f: R — R

ft) =1+t — (141t
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Ispitajmo monotonost navedene funkcije:

1)

(T4t)*! — ot
[(1+ 8" — e

1)
0

Q
/\899

S

Dakle, f je opadajuca, a kako je f(0) = 0, onda imamo

(vt >0): f(t ) 0
= Vt>0): (1+6)*—(1+t*)<0
= (Vt>0): (14+)*<(1+1tY

Uvrstimo li t = ¢, (a,b > 0, inace trivijalno ) dobijamo
(I+9)e <1424
e S
= (a+b)* <b* +a”.

49 o =1
d(x,y) = |x — y| je standardna Euklidska metrika.

5 a>1
Jednostavno provjeravamo da vrijede aksiomi (M1)-(M3). Medjutim,
aksiom (M4) nije zadovoljen jer vrijedi njegova negacija:

Br=1y=-1,2=0€R): 2%=|z—y|*>|v—2*+|]z—y|* =2
pa d nije metrika.

Konaéno, zakljuéujemo da je funkcija d(z,y) = | — y|* metrika na R samo
kada o € (0,1]. A

ZADATAK 1.1.15 Odrediti sve realne brojeve a,b za koje je funkcija
d(z,y) = |ax + by| metrika na R.

Rjesenje: Prvobitno napomenimo da ¢e uvijek vrijediti d(x,y) < oo, bez
obzira na a,b € R.

(M1) Jasno je da (Vz,y € R): 0 < |ax + by| = d(z,y) za sve a,b € R.

(M2) Radi lakseg tumacenja drugog aksioma metrike, posmatrati ¢emo dvije
implikacije koje ga ¢ine odvojeno:
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o [r=y = dxy) =0
Slr=y = |ax+by|=0]
Slr=y = ar+by=0]
Sr=y = ar=-by,
a da bi ta implikacija vrijedila jasno je da mora vrijediti a = —b.

o [dz,y)=0 = ax=y
& llar —ay|=0 = z=y|
Slar—ay=0 = x=y]
Slar=ay = z=y
a da bi navedena implikacija vrijedila jasno je da mora biti a # 0,
jer
0O-2=0-y#x=y.

Dakle, da bi vrijedio aksiom (M2): d(z,y) = 0 < x = y, neophodno je
da vrijede obje implikacije koje ¢ine ovu ekvivalenciju, pa mora vrijediti
a = —b, ali pri tome ne smije vrijediti a = —b = 0. Stoga, d(z,y) =
lax — ay|, gdje je a € R\{0}.

(M3) Aksiom (M3) ne¢e nametnutni nikakva dodatna ogranicenja na a, jer
(Vo,y € X) o d(z,y) = |ax — ay| = |ay — azx| = d(y, z),
bez obzira na a € R\{0}.
(M4) Ni (M4) neé¢e nametnuti ograni¢enja jer za sve x,y,z € X

d(z,y) = lax —ay|
= |ax — az + az — ay|
< |ax —az| + |az — ay|
= d(z, 2) +d(2,y)

Na osnovu (M1)-(M4), jedini uslovi su a € R\{0}, 1 b = —a. Dakle, d(x,y) =
laz — ay| je metrika za sve a € R\{0}. A

ZADATAK 1.1.16 Neka je d : X x X — R proizvoljna funkcija koja
zadovoljava sljedece osobine: strogost, simetricnost 1 nejednakost trougla,
tj.  zadovoljava aksiome metrike (M2)-(M4). Dokazati da je tada d
metrika!
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Rjesenje: Kako je po pretpostavci d realna funkcija, da bi dokazali da je
d metrika dovoljno je utvrditi da je d i pozitivno definitna, tj. da zadovoljava
aksiom (M1):
(Ve,y € X):  d(z,y) > 0.

Pretpostavimo suprotno, neka postoje a,b € X takvi da d(a,b) < 0.

Na osnovu (M2) imamo d(a,a) = 0.

Na osnovu (M3) imamo d(b,a) = d(a,b) < 0.

Konacno, na osnovu (M4) imamo d(a,a) < d(a,b) +d(b, a), $to je kontradik-
cija jer je zbog ranije izloZzenog lijeva strana nejednakosti 0, a desna negativan
broj. Dakle, zaista vrijedi i aksiom (M1), pa je d metrika. A

ZADATAK 1.1.17 Neka je d : X x X — R proizvoljna funkcija koja
je zadovoljava sljedece osobine:

(1) d(z,y) =0 =z =y
(1)) (Vx,y,z € X): d(z,y) <d(z,z)+d(y, 2)

Dokazati da je d metrika!

Rjesenje: Dali su date osobine (i) i (ii) aksiomi metrike (M2) i (M4)? Ne,
i to je prvo sto je neophodno uociti. Na taj zakljucak navodi nas i prethodni
zadatak, u kojemu imamo tvrdnju da aksiomi (M2)-(M4) povlace i aksiom
(M1), sto vodi do pretpostavke da slabiji uslovi ne bi implicirali istu tvrdnju.
Takodjer, pogledamo li rjesenje prethodnog zadatka, mozemo uvidjeti da smo
zaista koristili i aksiom (M3) kako bi dokazali da je d metrika.
Zaista, pogledamo li pazljivo, mozemo se uvjeriti da uslov (ii) ne predstavlja
nejednakost trougla u njenom izvornom obliku! Sada mozemo prije¢i na
konkretno rjesavanje zadatka. d je po pretpostavci realna funkcija, pa je
dovoljno provjeriti aksiome metrike (M1)-(M4).

(M1) Na osnovu (ii) imamo
(Vz,ye X): d(z,z) <d(z,y)+d(z,y),
a kako je zbog (i) d(x,z) = 0, jasno je da vrijedi
(Vx,y € X): 0<2d(z,y),

odnosno

(Ve,y € X): d(z,y) > 0.
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(M2) Pretpostavka (i) ekvivalentna je aksiomu (M2).
(M3) Koriste¢i redom pretpostavke (ii) i (i) dobijamo
(Ve,ye X): d(z,y) <d(z,z)+d(y,z) =0+ d(y,z) = d(y, z).
Analogno dobijamo
(Vo,y € X) o d(y,x) <d(y,y) +d(z,y) = 0+ d(z,y) = d(z,y).
Spajajuci dvije dobijene nejednakosti imamo
(Vo,y e X) 2 d(z,y) = d(y,z).
(M4) Po pretpostavci (ii) imamo
(Vo,y € X) o d(z,y) < d(z,2) +d(y, 2),

no zbog dokazanog aksioma (M3) vrijedi d(y, z) = d(z,y), pa je zaista
zadovoljen aksiom (M4):

Ve,y € X): d(z,y) <d(z,z)+d(zv).

Kako su zadovoljene svi aksiomi metrike, d je metrika. A

ZADATAK 1.1.18 Neka je (X,d) proizvoljan metricki prostor i f :
Ry — R{ monotono neopadajuée preslikavanje koje zadovoljava sljedede
osobine:

(i) f(z) =0 z=0
(ii) f(r+y) < flz)+ f(y)

Ako je g+ X x X — R{ definirano sa g(z,y) = f(d(z,y)), dokazati da
je g metrika.

Rjesenje: Po pretpostavci, g je realna funkcija, pa predjimo na dokazi-
vanje aksioma metrike.

(M1) Po pretpostavci zadatka, g : X x X — R{, za zaista vrijedi g(x,y) > 0
uvijek.
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(M2) Osobina (M2) je zadovoljena jer vrijedi

g9(z,y) =0 < fld(z,y)) =0
9 i, y) =0
Sr=y,

pri ¢emu je posljednja ekvivalencija zadovoljena jer je d metrika pa
dlz,y) =0z =y.

(M3) Kako je d metrika, vrijedi d(x,y) = d(y, x), pa imamo
9(@,y) = fd(z,y)) = fd(y,2)) = g(y, x).

(M4) Zbog ¢injenice da je d metrika, ona zadovoljava i nejednakost trougla,
odnosno imamo

d(z,y) < d(z,2) + d(z,y)

f neopadajuca f(d( y>> S f(d( Z) —+ d(Z y))
@ fld(z,y)) < fld(x,2)) + f(d(z,y))
& 9(xy) < 9(,2) + 9(2,)

Dakle, g je zaista metrika. A

Pojam metrike omogué¢ava nam mjerenje i nekih drugih rastojanja.

Definicija 1.1.2 (UDALJENOST SKUPOVA) Neka je (X, d) proizvol-
jan metricki prostor, i ) # A, B C X. Rastojanje izmedju skupova A i B
definisemo sa

d(A,B) =inf{d(z,y): =z € A,y € B}.

ZADATAK 1.1.19 Nadéi udaljenost d(A, B) (A, B C R?), ako je:
a. A osa Oz, a B prava c¢ija je jednacina y = 1.

b. A osa Ox, a B grafik funkcije y = e*.

Rjesenje: Ai B supodskupovi skupa R2, pa kako drugaéije nije naglaseno,
prisjetimo se da ¢emo ovdje podrazumijevati Euklidsku metriku ds, tj. za
x = (21,%2),y = (y1,42) € R? je

1

lez yil)2 = ey — 12 + |22 — 12
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a. Na osnovu definicije udaljenosti dva skupa imamo

d(A,B) =inf{d(z,y): =x€ A, y€ B}
S inf{d((z1,0), (1, 1)) : 1,91 € R}
=inf{\/(x1 —y)2+(0—-12: =,y € R}

=inf{y/(x1 —y1)? +1: x1,y1 € R}
)

(e

pri ¢emu (x) i (x*) oznacavaju sljedeca jednostavna detaljna objasnjenja:

() re A x=(21,0),z1 €R
yeBey=(y,1),mek

(**) Na osnovu definicije infimuma znamo

inf \/(a—0)2+1=1
a,beR
o (1) (Ya,beR): (a—b2+1>1
(it) (Ve > 0)(I(ac,b.) € R?) : (a. —b.)2+1<1+¢
Jednostavno se pokazuje da zaista vrijede oba uslova iz definicije
infimuma:

(i) (Va,beR): (a—0)*>>0
= (Va,beR): (a—0)*+12>1
= (Va,b e R): (a—0)2+1>1

(ii) Uocimo li sljedeéi jednostavan niz ekvivalencija

(ac —b.)24+1<1+e & (a.—b.)*+1<1+ 2 +¢&?

Sa.—b. < \/e(2+¢)

<
S a. < b+ +/e(2+¢),
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jasno je da zaista vrijedi (ii), pri cemu mozemo birati b. € R

proizvoljan, i a. € [be,b. + 1/€(2 + ¢€)).

( najjednostavnije (3(ae,b:) = (¢, ¢)) )
b. Ponovno na osnovu definicije udaljenosti dva skupa imamo

d(A,B) =inf{d(z,y): x€ Aye€ B}
(é) 1nf{d((:€1, 0)7 (yh eyl)) : T1,Y1 € R}

=inf{\/(z1 — )2+ (0—e»)2: a1,y; € R}

=inf{\/(z1 —y1)2+ e :  z1,y1 € R}
(AL) 0

pri cemu (A) i (AA) oznacavaju sljedeéa jednostavna detaljna objasnjenja:

(A) ze A = (x1,0),z1 €R
yeEBey=(y,e"),y1 €R

T
(AA) Po definiciji infimuma
inf \/(a—0)2+e?=0
a,beR
N (i) (Va,beR): (a—10)2+¢€2*>0
(ii) (Ve >0)(I(ac,b.) €RY): fla. —b)2+e® <¢

Slicno prethodnom slucaju pokazujemo da su zadovoljena oba
uslova iz definicije infimuma:

(i) (Va,beR): (a—0)?2>0,e*>0
= (Va,b€R): (a—0)2+e*>0
= (Va,b € R): (a—10)2+¢€2*>0
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(ii) Uocimo li niz ekvivalencija

Viae —b )2 +e? <e & (a. —b)? + e < &2
& a2 —2a.b. + b2 — e — 2 <0

& a. € (b — Vete? b — \/e2bete?),

lako zakljucujemo da zaista vrijedi i uslov (ii) iz definicije
infimuma, izaberemo li b. € R prozivoljan, i a. € (b, —
VEBTE ST,

( Ver < ¢ & ' < e & x < Ine, pa se npr. jednostavno
moze uzeti (ag, b.) = (Ine — 1,Ine — 1)))

Na kraju ove sekcije podsjetimo se jos definicije nekih pojmova ¢ije nam
uvodjenje takodjer omogucava pojam metrike.

Definicija 1.1.3 (OTVORENA /ZATVORENA KUGLA. SFERA.)
Neka je (X, d) metricki prostor, i a € X ir > 0 proizvoljni. Otvorena kugla
u X sa centrom u tacki a, poluprecnika r je skup

B(a,r)={x € X : d(a,z) <r}.
Zatvorena kugla uw X sa centrom u tack: a, poluprecnika r je skup
K(a,r)={x e X : d(a,z) <r}.
Sfera uw X sa centrom u tacki u a, poluprecnika v je skup

S(a,r)={re X: d(a,x)=r}.

ZADATAK 1.1.20 Sta su otvorene kugle u diskretnom metrickom pros-
toru (X, d)?

Rjesenje: Kako d(x,y) uzima samo vrijednosti 0 i 1, jasno je da mozemo
imati samo sljedec¢a dva slucaja.

19 r € (0,1]
B(a,r)={zxr € X: d(a,z) <r}=a.

20 r e (1,+00)
B(a,r)={r e X: d(a,z)<r}=X.
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A
ZADATAK 1.1.21 Sta predstavlja otovorenu jedinicnu kuglu B(0,1) u
metrickom prostoru (R? d,), ako je
a. p=1
b. p= %
c.p=2
d p=
e. p= 00
Rjesenge:
a. p=1
B(0,1) ={z = (z1,79) €eR*: d;(0,z) < 1}
={z = (21,22) €R*: di((0,0), (z1,77)) < 1}
={r=(r1,22) €R*: |0 —a1| +]0— 2| <1}
={z=(21,22) €R?: |a| + |2o] <1}
b. p= %
B(0,1) = {x = (z1,22) € R? d3(0,2) < 1}
={z = (11,15) € R*: d%((0,0), (z1,22)) < 1}
={z=(21,m2) €R2: (|0 — x| + |0 — 2| rac32)i < 1}
—{z=(21,20) €R?:  |11|? + |zo] rac32 < 1}
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Q)
D\

c. p=2
B(0,1) ={x = (x1,22) € R?*: dy(0,2) < 1}
={z = (21,22) € R?:  dy((0,0), (z1,22)) < 1]1»
={z=(21,22) €ER?: (J0— 21> + |0 — 22|*)2 < 1}
={z=(21,20) €R?: |21|> + |22 < 1}
d p=3
B(O, 1) = = (T1,x2) € R? : dg(O,.T) < 1}

= (21, 175) € R?: (|O—x1|3+|0—x2|3)% <1}

(71, 22)
= (I1,$2> c R? : dg((0,0), (1’1,1‘2)) < 1}
(w1, 72)
= (1’1,1'2) € R2: |{IJ1|3 + |IIJ2|3 < 1}
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QN
A\

e. p=o00
B(0,1) ={x = (z1,29) €

={z = (21,229) €

={x = (x1,22) €

={zx = (x1,22) €

R?: d(0,7) <1}

R?:  dy((0,0), (x1,22)) < 1}
R?:  max{|0 — zy],]|0 — zo|} < 1}
R?:  max{|xy], |zo|} < 1}

metrikom.

b. Neka je f(t) =¢e' ig(t) =

ZADATAK 1.1.22 Neka je C[0,1] metricki prostor sa uobicajenom

a. Sta predstavlja jedinicnu kuglu B(0,1)?

t. Dalig e B(f,1)?

Rjesenge:
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a. Kako je
B(0,1) ={fe€Cl0,1]:
={f eC[0,1]:
={f eC[0,1]:
={feCo,1]:

d(0, f) <1}

31

sup [0 — f(2)] <1}

0<t<1

sup |f(t)] <1}

0<t<1

-1 < f(t) <1}

Y

kuglu B(0,1) ¢ine sve neprekidne funkcije na segmentu [0,1] koje se
nalaze izmedju pravih y = —1iy = 1.

1

O

2\

g€ B(f,1) & (g€Cla,b]Nd(f,g) <1)
& (g €C[0, 1] A sup |f(t) —g(t)] < 1)

& (t€Cl0,1] A sup |ef —t| < 1),

0<t<1

0<t<1

Sto ne vrijedi jer sup |e'—t| > |e’—0| = [1-0| = 1. Dakle, g ¢ B(f, 1).
1

0<t<

a. B(x,r1) = B(x, 1) = 11 =19

b. B(xy,r) = B(xa,7) = 21 = X9

ZADATAK 1.1.23 Neka je (X,d) metricki prostor.
opéem slucaju ne mora vrijediti sljedece:

Dokazati da u
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Rjesenge:

a. Kako nalazenje primjera koji podupiru tvrdnju zadatka znacajno do-
prinosi razumijevanju definicije kugli, navesti ¢emo ih nekoliko:

1. Neka je X proizvoljan skup, a d diskretna metrika. Izaberemo li
proizvoljan element a € X, imamo

B(a,2) = B(a,3) = X.

S druge strane, jasno je da 2 # 3, pa zaista B(x,r) = B(z,72) #
1 = Ta.

2. Neka je X = {a,b} i d proizvoljna metrika. Ako obiljezimo
d(a,b) = u > 0, imamo

Bla,u) = B(a, ) = {a},
iako u # 5. MoZemo naprimjer posmatrati i
B(a,2u) = B(a,3u) = a,b = X,

iako 2u # 3u.
3. Neka je X =Z, a d Euklidska metrika. Primjetimo da vrijedi

B(0,3) = B(0,2.5) = {~2,-1,0,1,2},
a jasno je da 3 # 2.5.

b. Neka je X proizvoljan skup koji sadrzi najmanje dva elementa ( radi
jednostavnosti mozemo posmatrati skup X = {a,b} ), i d diskretna
metrika. Tada je jasno da vrijedi

B(a,2) = B(b,2) = X,
iako a # b.

A

Definicija 1.1.4 (OTVOREN/ZATVOREN SKUP) Neka je (X, d) metricki
prostor. Skup O C X je otvoren ako vrijedi

(Vz € 0)(3>0): B(z,2) CO.

Skup F C X je zatvoren ako je njegov komplement otvoren skup.
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Definicija 1.1.5 (TACKA NAGOMILAVANJA) Neka je (X, d) metricki
prostor, i1 A C X. Tacka v € X je tacka nagomilavanja skupa A ako se u
svakoj okolini tacke x nalazi bar jedna tacka a € A, a # x.

U zadacima je Cesto najjednostavnije utvrditi zatvorenost skupa A ispi-
tivanjem da li A sadrzi sve svoje tacke nagomilavanja. Naime, navedena
osobina ekvivalentna je zatvorenosti skupa, u sto se mozemo uvjeriti jednos-
tavnim zakljucivanjem.

Definicija 1.1.6 (ZATVORENJE SKUPA) Neka je (X, d) metricki pros-

tor i A C X proizvoljan skup. Zatvorenje skupa A, u oznaci A, je najmangi
( u smislu inkluzije ) zatvoreni skup koji sadrzi skup A.

Jednostavno se uocava da vrijedi
ﬁ:ﬂ{FgX: F zatvoreni A C F'}.

Definicija 1.1.7 (BAZA) Neka je (X, d) metricki prostor. Familija{B;}icr
otvorenth skupova je baza prostora X ako se svaki otvoren skup u X moZe
prikazati kao unija nekih elemenata te familije.

1.2 Konvergencija u metrickim prostorima

Definicija 1.2.1 (KONVERGENTAN NIZ) Neka je (X, d) metricki pros-
tor. Za niz (x,)nen v X kaZemo da konvergira ka o € X ako vrijedi

(Ve >0)(Tng e N)(Vn e N) 1 n>ng = d(z,,z) < e.

Drugacije receno, niz (x,)nen konvergira kaxy € X ako d(x,,xo) — 0 (n —
o0). Pisemo lim x, = x.

n—~o0

Primjetimo da se definicija konvergencije oslanja na metriku u datom
prostoru, sto je napomenuto u samom uvodnom dijelu ovog poglavlja. Tako,
niz (x,)nen moze konvergirati u (X, d;), ali ne konvergirati u (X, ds).

Definicija 1.2.2 (NEPREKIDNA FUNKCIJA) Neka su (X,dx) i (Y,dy)
metricki prostori. Preslikavanje f : X — Y je neprekidno u tacki xqg € X
ako vrijeds

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € X) = dx(wo,x) < 8 = dy(f(x0), f(2)) < &,

odnosno ako

lim f(z) = f(zo).

Tr—T0

Preslikavange f je neprekidno na X ako je neprekidno u svakoj tacki v € X.
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ZADATAK 1.2.1 Dokazati da je metrika neprekidna funkcija svojih
argumenata.

Rjesenje: Na osnovu definicije neprekidnog preslikavanja, treba pokazati
da vrijedi

lim  d(z,,y,) = d(x,y).

Tn—TyYn—Y
U tu svrhu, neka z, — = iy, — y. Na osnovu jedne od ranije dokazanih
osobina metrike, imamo

|d(xm yn) - d(% y)| < d(xm SL’) + d(ym y) — 0,
Sto i predstavlja tvrdnju zadatka. A

ZADATAK 1.2.2 Niz tacaka u metrickom prostoru moze konvergirati
samo jednoj tacki.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno, neka niz (z,),eny U metrickom pros-
toru X konvergira ka dvije razlic¢ite tacke a i b. Tada imamo

d(a,b) < d(a,z,)+ d(x,,b) — 0 kad n — oo,

odnosno a = b, sto je kontradikcija, pa vrijedi tvrdnja zadatka. A

ZADATAK 1.2.3 Neka je (X,d) diskretan metricki prostor. Dokazati
da vrijeds

(Zn)nen je konvergentan << (K € N) i xx = xg11 = Tgio = ...

Rjesenge:
=) Neka je (x,)nen proizvoljan konvergentan niz. Na osnovu definicije
konvergencije, to znaci
(Ve >0)3no e N)(Vn e N):  n>ng= d(x,, x) <Ee.

Kako navedena relacija vrijedi za sve ¢ > 0, izaberimo npr. & = 1.

2
Tada vrijedi

(Inp e N)(Vn € N) 1 n>ny = d(z,,z0) <

Y

N —
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a kako je d diskretna metrika, to ustvari znaci
(Gno e N)(Vn e N): n >nyg = d(z,,z0) =0.

Kako je d metrika, zadovoljava osobinu (M2), pa je posljednja relacija
ekvivalentna sljedecoj

(Inp e N)(VneN): n>ny=z, = .
Dakle, (3K =ng) : g = Tg41 = Txio = ...

<) Neka (3K € N) : g = xgy1 = Txyo = .... Dakle, zanemarimo li
kona¢no mnogo clanova niza, ostali se ¢lanovi niza poklapaju, pa je
jasno da je (x,)nen konvergentan. Preciznije, (x,)nen je konvegrentan
jer zaista vrijedi

(Ve>0)(Fng=K eN)(VneN): n>ny=dx,,x) =0<e.

ZADATAK 1.2.4 Dokazati da je konstantan niz konvergentan wu
svakom metrickom prostoru.

Rjesenje: Neka je (x,)nen konstantan niz, tj. neka
z,=a (VYneN)

U svakom metrickom prostoru, d zadovoljava osobinu (M2) pa d(a,a) = 0,

pa
d(zy,a) =d(a,a) =0 < e zasvee>0.

Potpuno precizno, imamo
(Ve >0)(Fng=1€eN)(¥neN): n>ny=d(x,,a)=0<e,

odnosno z,, — a. A

1.3 Kompletnost metrickih prostora

Definicija 1.3.1 (OGRANICEN NIZ) Neka je (X, d) metricki prostor.
Niz (x,)nen je ogranicen ako sve clanove niza moZemo umetnuti u neku kuglu,
1. ako vrijedi

(Jae X,r>0)(VneN): z, € B(a,r).
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Primjedba 1.3.1 Ogranicen niz mozZemo definirati i na drugaciji nacin -
kazemo da je niz (x,)nen ogranicen ako vrijedi

(3C > 0)(Ym,n e N):  d(xpm,x,) < C

Zaista, jednostavno se pokazuje ekvivalentnost navedenih definicija ( pre-
porucuje se studentima da ekvivalentnost pokusaju sami pokazati, koristeci
definicije iz sekcije 1.1.] ):

=) Neka vrijedi (3a € X,r >0)(VneN): x, € B(a,r).
Posmatragmo proizvoljne m,n € N. Vrijedi

(a14)
d(xmvxn) S d(xm, CL) + d(CL, ,’L’n) S r+r= 27”’

pa zaista (3C = 2r > 0)(Vm,n € N) 1 d(zp, z,) < C.
<) Neka vrijedi (3C > 0)(Ym,n € N) 1 d(zy,z,) < C. Neka je n € N

proizvoljan. Uzmemo i npr. a = x; € X, na osnovu pretpostavke
1mamo

d(xp,a) =d(z,,x1) < C &z, € B(a,r).
Dakle, zaista (Ja =1 € X, 7 =C > 0)(Vvn € N): =z, € B(a,r).

Naravno, u rjeSavanju zadataka ogranicenost niza cemo dokazivati (x,)nen
po definiciji koja nam je u tom trenutku prikladnija.

Definicija 1.3.2 (CAUCHYEV NIZ) Neka je (X, d) metricki prostor. Za
niz (Tn)nen v X kaZemo da je Cauchyev ako vrijedi

(Ve > 0)(TIng e N)(Vm,n e N) 1 m,n >ng = d(x,,z,) <e
Drugacije receno, niz (xn)nen je Cauchyev ako d(x,,,x,) — 0 (m,n — o0).

Prisjetimo se jos jednom i definicije konvergentnog niza.

Definicija 1.3.3 (KONVERGENTAN NIZ) Neka je (X, d) metricki pros-
tor. Za niz (x,)nen v X kaZemo da konvergira ka xo € X ako vrijedi

(Ve > 0)(Tng e N)(Vn e N) 1 n>ng = d(z,,z) < e.

Drugacije receno, niz (x,)nen konvergira kaxy € X ako d(x,,xo) — 0 (n —
o0). Pisemo lim x, = x.

n—~o0



POGLAVLJE 1. METRICKI PROSTORI 37

Teorem 1.3.1 Svaki Cauchyev niz je ogranicen, a svaki konvergentan niz je
Cauchyev. Shematski to moZemo zapisati

konvergentan = Cauchyev = ogranicen

Primjedba 1.3.2 Nerijetko nam je kontrapozicija nekog teorema i znacajnija
od samog teorema. Po kontrapoziciji posljednjeg teorema, ako niz nije ogranicen
onda sigurno nije ni Cauchyev; ako niz nije Cauchyev, sigurno znamo da nije
ni konvergentan. Shematski to moZemo zapisati

nije ogranicen = nije Cauchyev = nije konvergentan

Zelimo li, naprimjer, pokazati da niz (x,)nen nije Cauchyev, moZemo to
utvrditi pokazujuéi da (x,)neny nije ogranicen, $to je cesto mnogo laksi za-
datak. 1li, ako Zelimo pokazati da odredjeni niz nije konvergentan, jasno je
da je dovoljno da pokaZemo da nije ogranicen, ili da nije Cauchyev.

ZADATAK 1.3.1 Provjeriti da li je niz (a,)nen iz metrickog prostora
(X,d) (i) ogranicen, (ii) Cauchyev, (iii) konvergentan, gdje je:

a. X = C, d uobicajena metrika, a, = e

b. X = R, d wobicajena metrika, a, = b,c,, pri cemu je (b,)nen
ogranicen, a (¢,)nen Cauchyev niz

¢. X =C[0,1), d(f(t), 9(t) = [y 1F() = g(t)|dt, an(t) = max{}, 1}

Rjesenje: U utvrdjivanju odredjenih svojstava datih nizova znacajni ¢e
nam biti posljednji teorem i primjedba.

a. (C,d)
x,y € C, pa su oblika

rT=x1+1r9, T1,22 €ER
y=wy1+1iy2, y,y2 €R

d(w,y) = v —y| = [(21 —y1) +ilws — yo)| = /(21— y1)? + (22 — y2)?
Navedimo sada nekoliko ¢lanova zadatog niza a,, = e, kako bi bolje
uocili njegova svojstva. ( Korisno je prvobitno pokusati intuitivno ”os-
jetiti” da li zadati niz posjeduje odredjeno svojstvo, a tek onda strogo
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pokusati isto dokazati. ) Kako je €% = cos ¢ + isin ¢, imamo

a; =€ =cosl+isinl
ay = €% = cos2 + isin 2

a, = e =cosn —+isinn

lei"| = |cosn + isinn| = Vcos2n +sin’n = 1 za sve n € N, pa za-
klju¢ujemo da se ¢lanovi niza (a,),eny nalaze na jedini¢noj kruznici u
kompleksnoj ravni:

a2
a1

ag

Sada ve¢ mozemo uociti da je dati niz ogranicen, ali da nije Cauchyev,
pa tako nije ni konvergentan. Pokazimo to eksplicitno.

(1) (an)nen ogranicen < (3IC' > 0)(Vm,n € N): 0 < d(am,a,) <C
Posmatrajmo stoga proizvoljne m,n € N, i bez umanjenja opéenitosti
pretpostavimo da m > n.

d(am, an) = |am — ay|
— |eim _ 6in|
— |ein(ei(m—n) _ 1)|
— ‘einHei(m—n) _ 1‘
— ‘ei(m—n) _ 1|
< e+ | =1
=1+1
=2

= (IC =2>0)(Ym,n e N): d(apm,a,) <C
= (@p)nen je ogranicen
(' Sve ¢lanove niza mozemo smjestiti npr. u kuglu B(0,3) )
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(ii) (@n)nen Cauchyev
& (Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n € N) : m,n > ng = d(any, a,) <¢

Navedeno ne vrijedi, jer npr. za

m=2k+ 171  an=¢e"=cos(2k + 1)7 +isin(2k + )7 = —1
n = 2kmw a, = e" = cos2km +isin2kw =1

Kad k — oo, tada m,n — oo, ali

d(am,an,)=—1-1=2-»0

= (an)nen nije Cauchyev niz.
(iii) Kako (a,)nen nije Cauchyev niz ( upravo dokazano ), onda po
posljednjoj primjedbi (ay,)nen sigurno nije konvergentan.

b. X = (R,d)

Prvobitno razjasnimo koja svojstva posjeduje zadati niz (a,)nen. Po
pretpostavci, a,, = by, ¢, pri ¢emu je (b, )nen Ogranicen, a (¢, ),eny Cauchyev
niz.

o (by)nen je ogranicen, pa sve ¢lanove niza mozemo smjestiti u neku
kuglu, a bez umanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je to

kugla sa centrom u 0, tj.

(Ir1 > 0)(Vn e N):  |b,] <7y, odnosno
(301 ZO)(Vm,nEN) : ‘bm—bn| SCI

( Prisjetite se dvije ekvivalentne definicije ograni¢enog niza! )

® (¢p)nen je Cauchyev, pa vrijedi

m,n > ng = d(cp,c,) <€

(Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n € N) :
m,n>ng = |cn —cy| <e

& (Ve > 0)(3ng € N)(Vm,n € N) :
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Takodjer, kako je (¢,)neny Cauchyev znamo da je ogranicen, pa
analogno kao i za prethodni niz imamo

(Fra > 0)(Vn e N) 1 |e,| < 1o,
(3Cy > 0)(Vm,n e N) : ¢y — cn] < Ch.

Predjimo sada na ispitivanje osobina datog niza (ay,)nen-

(i) (@n)nen ogranicen < (3C' > 0)(Vm,n € N) 1 d(am,a,) < C
Posmatrajmo stoga proizvoljne m,n € N, i bez umanjenja opéenitosti
pretpostavimo da m > n.

(G ) = | — Gy
= |bmCm — bnCy|
= |bmCm — binCn + by, — by
= |bm(Cm = €n) + Ca(bm — by)]
< |om(em — cn)| + [en(bm — bn)|
= |bm||cm - Cn| + |Cn||bm — bn|
< 7“102 +’l“201

tj. (3C =r1Cy +1r:Cy > 0)(Ym,n € N) 1 d(am,a,) < C
Dakle, (a,)nen je ogranic¢en niz.

(ii) (@n)nen Cauchyev
& (Ve > 0)(Ing € N)(Ym,n € N) : m,n > ng = d(am,a,) <€
Pitamo se dakle da li d(a,,a,) — 0 kad m,n — oo. Ranije je
ustanovljeno da vrijedi

d(am, an) < |bm|lcm — ol + [cnl|bn — byl

Kako imamo |b,,| < 71, 1 |¢y — ¢n] — 0 kad m,n — oo, vrijedi
|bim]|Cm — ¢n] — 0 kad m, n — co. Medjutim, iako |b,, — b,| < Cf,
primjetimo da |¢,| - 0 u opéem slucaju. Navedeno nas navodi
na zakljucak da (a,)nen nije Cauchyev, u $ta nas moze uvjeriti
sljedeci (kontra)primjer:

(bn)nen b, = (—=1)" -1,1,-1,1,—-1,1, ...
(Cn)nEN Cp = 1 17171717 g Ly e

Za date nizove oc¢igledno vrijedi da je (b, )nen ogranicen, jer |b,| <
1 uvijek, i za (¢,)neny da je Cauchyev jer d(cp,c,) = 0 uvijek.
Ipaka niz (an)neN

(an)nEN an = bpcp, = (_1)n1 = (_1>n —1,1,—1,1,—1,1,...
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oc¢igledno nije Cauchyev. Naime, za m = 2k,n = 2k + 1 vrijedi
m,n — oo za k — oo, ali

d(am; an) = |am — an| = |(=1)" = (=1)" = [1 = (=1)] =2 = 0.

Dakle, u opéem slucaju (a,)nen nije Cauchyev niz, tj. (a,)nen ne
mora biti Cauchyev niz.

(iii) Kako (ay)nen nije Cauchyev u opéem slucaju ( upravo dokazano
), onda (a,)nen u opéem slucaju nije ni konvergentan. ( Direktno,
mogli smo primjetiti da niz (a,),en iz prethodnog kontraprimjera
ima dvije tacke gomilanja —1 i 1, pa sigurno nije konvergentan. )

c. X =2C[0,1], d(f(¢) fo |f(t) — g(t)|dt, an(t) = max{Lt 1}
Ponovno prvobltno 1splslmo nekoliko clanova datog niza (a,)nen. Kako
je t € [0,1] imamo

ai(t) = max{t,1} =1
as(t) = max{{,1} =1

;Ln(t) =max{t 1} =1

Dakle, (an)nen Je konstantan niz funkcija u C[0, 1], i to konstantnih
funkcija an( ) =

= d(am, an) fo |am — a,(t)|dr = fol 11— 1|dz =0,

pa je niz (a,)nen o€ito ograni¢en, Cauchyev i konvergentan.

A

Definicija 1.3.4 (KOMPLETNOST) Neka je (X,d) metricki prostor, i
A C X. A je kompletan ako je svaki Cauchyev niz u A konvergentan u
A. Ako je X kompletan, kaZemo da je metricki prostor (X,d) kompletan.
ILI Metricki prostor (X, d) je kompletan ako je svaki Cauchyev niz u X
konvergentan.

Primjedba 1.3.3 Iz same potrebe da se uvede i definicija Cauchyevog niza
i konvergentnog niza, iz prethodnog teorema, zadatka, a i definicije komplet-
nosti jasno je da postoji razlika izmedju Cauchyevog i konvergentnog niza.
Ukoliko ta razlika nije shvacena iz samih definicija, rjesavanje prethodnog za-
datka tome je sigurno trebalo dopringeti. Ipak, ovdje éemo iznijeti i jedno in-
tuitivnije objasnjenje zasto Cauchyev niz ne mora biti konvergentan. Naime,
na osnovu teorema o kompletiranju zakljucujemo da nekompletnost prostora
X ne predstavlja izrazit problem, jer X mozZemo na neki nacin "kompletirati”
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- postoji kompletan prostor X takav da je X svuda qust u X. Definicija svuda
gustog skupa trebala bi biti poznata od ranije, a ponovno ¢e biti navedena u
sekciji 1.6. Intuitivno, iako prostor X nije kompletan, postoji prostor X koji
je “samo malo veéi” (po inkluziji) od X, a koji jeste kompletan. Izaberemo li
proizvoljan Cauchyev niz u X, on je Cauchyev i u X, pa je zbog kompletnosti
prostora X taj niz i konvergentan u X. Sada je jasno da je svaki Cauchyev
niz u X na neki nacin "konvergentan”, tj. ima granicu. Sigurno znamo da
je ta granica u X, no pravo pitanje je da li se ona nalazi v X ili ne. Samo od
toga ustvari zavisi da li ¢e posmatrani Cauchyev niz uw X biti i konvergentan
u X.

ZADATAK 1.3.2 R je kompletan metricki prostor.

Rjesenje: Rezultat je poznat iz Matematicke analize I, jer je svaki realan
Cauchyev niz konvergentan. A

ZADATAK 1.3.3 Sljedeci metricki prostori su kompletni:
a. (R",d,) (neN,1<p<oo)

b. (R",d.) (neN)

o

Prostor ogranicenih funkcija Bla, b]

d. Prostor neprekidnih funkcija Cla, b

o

(lpadp) (1<p<o0)
loo, doo)

(
g. (¢,d), pri éemu je c¢ prostor svih konvergentnih nizova u R, i
d(z,y) = sup | — nil
ieN

h. (X,d), pri ¢emu je X proizvoljan prostor, i d diskretna metrika.

Dokazati!

Rjesenje: Po definiciji, (X,d) je kompletan ako je svaki Cauchyev niz
u X konvergentan u X. Stoga, zelimo li pokazati da je odredjeni prostor
kompletan, posmatramo proizvoljan Cauchyev niz i dokazujemo da je isti
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konvergentan.

a. Neka je (z,)nen proizvoljan Cauchyev niz u (R*,d,) (neN,1<p<
00).
n=E".g"8", ..6")
= (2, 67,67,..,.67)
r=(E",6".&7,..67)

2 = (€M, &M )

Tm = (§£m)> €2m)a gém)’ ) 7(17”))

Na osnovu definicije Cauchyevog niza, imamo
(Ve > 0)(3no € N)(Vm,n e N): m,n > ng = dp(xm, x,) <&,

Sto je na osnovu defincije metrike d, ekvivalentno sa

(Ve > 0)(3no e N)(Vm,n € N) 1 m,n >ny = (i £ _empyy < ¢
i=1

Dalje imamo

(Ve > 0)(3no € N)(Ym,n € N) 1 m,n >ng = zn: 1€ — M < e,
i=1

a kako je jedan ¢lan sume manji ili jednak cijeloj sumi, vrijedi
(Ve > 0)(3ng € N)(VYm,n € N):  m,n >ng= | —eMP < e? (VieT,n).
Konaé¢no, jasno je da vrijedi

(Ve > 0)(3np € N)(¥m,n eN) 1 m,n>ng= €™ - < (VieTn).

Pogledamo li pazljivije posljednju osobinu, ;asno je da ona ustvari pred-
stavlja ¢injenicu da je niz koordinata (fz(" Jnen Cauchyev (Vi € 1,n).
No, uo¢imo i da je niz (f}n))neN C R, odnosno da se radi o nizu re-
alnih brojeva. Kako je, po prethodnom zadatku, R kompletan, svaki

Cauchyev niz u R je konvergentan, pa je tako i niz (52-("))”61\; konvergen-
tan u R. Neka

52.(") —& (n—o00); (i€1,n).
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Za konkretan i € 1,n to znaci

(Ve > 0)(Fm; eN)(Yn€N): n>my= €M — g < =

ne

Posmatrajmo sada tacku = = (&, &, ...,&,) € R" i dokazimo da nas
pocetni niz (z,)nen konvergira upravo toj tacki.

(2, T Z € — &7y

jer se radi o konacnoj sumi u kojoj svaki sabirak tezi nuli. Preciznije,
(Ve > 0)(Ing = max{ny,ng,...,n,})(Vn € N) :

n>ny = dy(wn, ) Z|§ —&P)7 < (n(—)")7 =e.

ne

Sasvim je jasno da je x € R", pa je stoga zaista (R",d,) kompletan
prostor (n € N1 < p < o0).

b. Neka je (z,)nen proizvoljan Cauchyev niz u (R",d) (n€N).

2y = (! 53 o &)
552:(51 > 53 a- 5 n))
Igz( 53 g seey n )
Tn ( 52 ’ 7"'7 7(171))

T = (£ 5 €l el

Na osnovu definicije Cauchyevog niza, imamo
(Ve > 0)(Fno e N)(Vm,n e N) 1 m,n > nyg = doo(m, x,) < €,
Sto je na osnovu defincije metrike d., ekvivalentno sa

(Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n € N):  m, n>n0:>1rga<x 1€ — e <&,

Kako je svaki [€"™ — ¢™| manji ili jednak od max 1€ — €M) dalje

imamo

(Ve > 0)(3ng e N)(¥Ym,n e N):  m,n>ng = |&™ - < (VieTn).
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Pogledamo li pazljivije posljednju osobinu, ;asno je da ona ustvari pred-
stavlja ¢injenicu da je niz koordinata (gf" Jnen Cauchyev (Vi € 1,n).
No, uo¢imo i da je niz (éi(n))neN C R, odnosno da se radi o nizu re-
alnih brojeva. Kako je, po prethodnom zadatku, R kompletan, svaki
Cauchyev niz u R je konvergentan, pa je tako i niz (fi("))neN konvergen-
tan u R. Neka

fi(") —& (n—o0); (i€1,n).
Za konkretan i € 1,n to znadi
(Ve>0)3Fn; eN)(VneN): n>n= | ¢l <e.

Posmatrajmo sada tacku = = (£, &, ...,&,) € R" i dokazimo da nas
pocetni niz (z,)nen konvergira upravo toj tacki.

o, ) = max 6" = & = 0,

jer se radi o maximumu kona¢no mnogo vrijednosti od kojih svaka tezi
nuli ( taj maximum max;<;<, \52.(") — & je upravo \52.(") — &| za neki
i € 1,n). Preciznije,

(Ve > 0)(Ing = max{ny,na,...,n,})(¥n € N) :

n>nyg = de(w,,x)= max €M — & <e.

Sasvim je jasno da je x € R”, pa je stoga zaista (R",d.,) kompletan
prostor (n € N).

c. Neka je (fy)nen proizvoljan Cauchyev niz u Bla, b].

fi:]a, 0] — R, [f1(t) — fi(s)| < C1 (Vt, s € [a,b])
f2 i ]a,b] — R, |f2(t) — fa(s)| < Oy (Vt, s € [a,b])
f3 i [a,b] — R, |f3(t) — fa(s)| < C3 (¥t s € [a,b])
fo: b — R, () = fu(s)| < C (Vs € [a,B))
ot lah] =R |fult) = fu(s)] < Co (¥t,5 € [a,1)

Na osnovu definicije Cauchyevog niza, imamo

(Ve > 0)(Ing e N)(Vm,n € N):  m,n >ng = d(fm, [n) <&,
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Sto je na osnovu definicije uobicajene metrike d ekvivalentno sa

(Ve > 0)(Ing e N)(Vm,n e N) 1 m,n >ng= sup |fn(t)—fn.(t)] <e.
tela,b]

Izaberimo ty € [a, b] proizvoljno. Kako | f,,(to) — fu(to)| < sup |fm(t)—
te(a,b]
£ul®)], imamo

(Ve > 0)(3no € N)(Ym,n e N): m,n >ng = |fu(to)—fulto)| <e (Vty € [a,b]).

Medjutim, za izabrani ty € [a,b] niz (f,(to))nen je niz realnih brojeva,
koji je na osnovu posljednjeg izraza Cauchyev (Vo € [a, b]). Kako je R
kompletan, niz (f,,(t9))nen je 1 konvergentan u R (Vi € [a, b]). Neka

falt) =1y (n—00); (t€la,b])

Za konkretan t € [a, b] to znaci

(Ve > 0)(3n, e N)(Vm,n € N) 1 myn > ng = |fult) — 1| < %
Posmatrajmo sada sljede¢u funkciju

f:[a’b]%R> f(t):/rb

te dokazimo da pocetni niz (f,,)n,en konvergira upravo toj funkeiji.

d(fn: f) = sup |fu(t) = f(E)| = sup |fu(t) —7re) =0,
tela,b] tela,b]
jer
50 —nl <5 (V€ fab)
= [falt) —ml < S <o
te(a,b] 2
Potpuno precizno, kako je pocetni niz (f,).eny Cauchyev, veé je nave-
deno da vrijedi

(Ve > 0)3no € N)(Vm,n € N) 1 myn >ng = sup |fn(t) — fult)] < %
tela,b]
= (Ve >0)3no € N)(Ym,neN): m,n>ng=[fu(t) = fu(t)] <5 (Vt€|a,b])
"SX (Ve > 0)(3Fng EN)(Vn €N): n>ng= () — fut)] <5 (V€ [a,b])
= (Ve>0)3GneeN)(VneN): n>ng= sup |f(t) — fult)| < % <e
tela,b]
& (Ve>0)(TngeN)(YneN): n>ng=d(f, fu) <e
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Dakle, zaista je pocetni niz (f,)n,en konvergentan, i to konvergira ka
navedenoj funkciji f. Medjutim, jos uvijek nismo dosli do kraja zadatka.
U posljednjoj primjedbi objasnjeno je da je svaki Cauchyev niz, pa
tako i dati niz (f,)nen, na neki nacin ”konvergentan”, no da uvijek
ne mora da vrijedi da je konvergentan u datom prostoru X ( odakle i
pojam kompletnosti ). Odnosno, najvaznije je pitanje da li se ”granica”
tog niza nalazi u samom prostoru X. Konkretno, u nasem zadatku je
preostalo jos pokazati da se granica datog niza, funkcija f zaista nalazi
u skupu Bla, b]. Zelimo dakle pokazati da je funkcija f(t) = r, zaista
ogranicena funkcija. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljne s,t € [a, b] :

1F(t) = f(s)] = f(t) = fult) 4+ fult) = fu(s) + fuls) — f(s)]
< (@) = fa®] + [fult) = fa(s)] + | fuls) = f(5)]
<A+C,+B
< C, +e,

sto je upravo ekivaletno definiciji ogranicene funkcije ( pri cemu *

oznacava ¢injenicu da su nizovi (f,,(t))nen 1 (fn(8))nen Ograniceni jer su
konvergentni - pogledati dokaz tog teorema u skripti ” Uvod u funkcionalnu
analizu (Predavanja 2008/2009)”, te ogranic¢enost funkcije f,, gdje je

n € N proizvoljan ). Dobili smo da je proizvoljan Cauchyev niz ( f,,)nen

u Bla,b] konvergentan, i to da je granica niza, funkcija f takodjer u
Bla,b], pa je Bla, b] kompletan.

d. Neka je (fy)nen proizvoljan Cauchyev niz u Cla, b).

fiifa, b — |t —s| <o = |/(t) = fi(s)| <e
fa: %a, % |t —s| < b2 = |fa(t) — fa(s)| <e

fa - lasb [t 5| < 6 = |falt) — fals)] < e
futlab] =R, [t s| <8y = [falt) — fuls)| < 2
fotfab] =R, [t— | < 8 = [fnlt) = fu(s)] <€

Prvi dio dokaza analogan je slucaju c., no ponoviti ¢emo ga radi viezbe.
Na osnovu definicije Cauchyevog niza, imamo

(Ve > 0)(Ing e N)(Vm,n e N) 1 m,n >ng = d(fm, fn) <é&,
$to je na osnovu definicije uobic¢ajene metrike d ekvivalentno sa

(Ve > 0)(3no € N)(Ym,n e N): m,n >ng= sup |fm(t)—fu(t)] <e.

te(a,b]
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Izaberimo t € [a, b] proizvoljno. Kako |f,,(t) — fu(t)| < sup |fi(t) —
tela,b]

fu(t)], imamo
(Ve > 0)(3no e N)(Ym,n e N): m,n>ng=|fu(t)—fu(t) <e (¥t € [a,b]).

Medjutim, za izabrani t € [a,b] niz (f,(t))nen je niz realnih brojeva,
koji je na osnovu posljednjeg izraza Cauchyev (Vt € [a,b]). Kako je R
kompletan, niz (f,,(t))nen je 1 konvergentan u R (V¢ € [a, b]). Neka

falt) =1 (n—00) (t€]ab])
Za konkretan t € [a, b] to znaci

(Ve > 0)Fn, e N)(Yn e N n >y = [folt) — 14| < %

Posmatrajmo sada sljede¢u funkciju
f:[aab]ﬁ]R> f(t):/rb

te dokazimo da pocetni niz ( f,)nen konvergira upravo toj funkeiji.

d(fn, [) = sup |fu(t) = F(O)] = sup |fu(t) =] =0,

t€la,b] te(a,b]
jer
fall) =l <5 (€ fo0)
= sup |fu(t) — | < 5 <e.
te(a,b] 2
Potpuno precizno, kako je pocetni niz (f,,)nen Cauchyev, veé je nave-
deno da vrijedi
(Ve > 0)(Fno e N)(Vm,n € N m,n > np = sup |fu(t) — fult)] < %
te(a,b]
(Ve > 0)(Ing e N)(Vm,n e N) 1 m,n>ng = |fn(t) — fut)| <5 (VL€ [a,b])
TS (Ve>0)Bng eN)(VREN): n>mng=|f(t) = fu(t)| <5 (VEE [a,b])
( ) )
( ) )

=

= (Me>0)(InoeN)(VneN): n>ng= sup \f(t)—fn(t)\§§<a
te(a,b]

&

Ve >0)(Ing e N)(VneN): n>ng=d(f, f.) <e

Dakle, zaista je pocetni niz (f,)n,en konvergentan, i to konvergira ka
navedenoj funkciji f. Dokazimo jos da f € C[a,b], odnosno da je f
neprekidna funkcija. Kako bi dokazali neprekidnost funkcije f na [a, b],
dokazujemo da je f neprekidna u svakoj tacki s € [a,b]. U tu svrhu
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fiksirajmo proizvoljni s € [a, b], te dokazimo da je f neprekidna u s, §to
je na osnovu definicije neprekidne funkcije u tacki ekvivalentno sa

(Ve > 0)(35 > 0)(Vt € [a,b]): |t—s|<d=|f(t)— f(s)| <e.

Neka je € > 0 proizvoljan, i t € [a, b] takav da |t — s| < 0. Tada

[f@) = F()] = 1f(8) = fu(t) + fu(t) = fuls) + fuls) = f(s)]
< () = fa(O] + [fa(t) = Fu(s)] + [ fuls) = F(s)]
= |re = fa(O] + 1 fn(t) = fa()] + | fuls) = 7s]
<s+e+3
< 2¢,

sto je upravo ekvivaletno definiciji neprekidne funkcije ( n € N biramo
dovoljno veliki broj, tj. n > mng ). Preciznije, za proizvoljnu tacku
s € [a,b] dobili smo da vrijedi

(Ve > 0)(30 =0, > 0)(Vt € [a,b]) 1 [t—s|<d=|f(t) — f(s)] < 2e.

Dakle, proizvoljan Cauchyev niz (f,)nen u Cla,b] je konvergentan, i
granica niza, funkcija f takodjer je u Cla,b], pa je Cla,b] kompletan.
Posljednji dio dokaza, da je f takodjer neprekidna funkcija, mogli smo
provesti i na jednostavniji nacin, koji je najcesée iznosen u literaturi.
Naime, pokazali smo da f, — f ( kad n — oo ), $to ustvari znaci
da niz funkcija (f,,)nen uniformno konvergira ka funkciji f. Od ranije
je poznato da, ukoliko niz neprekidnih funkcija uniformno konvergira
ka f, i sama grani¢na funkcija f mora biti neprekidna. Time je dokaz
zavrsen.
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e. Neka je (2, )nen proizvoljan Cauchyev niz u (l,,d,) (1 <p < c0).

1 1 1 1 1
1’1:( £)> é)agé )a'-'a 7(1)a)7 Z|€Z()|p<00
i=1
2 2 2 2 2
I2:( £)> é)agé )a'-'a 7(l)a)> Z|€Z()|p<00
i=1
3 3 3 3 3
x3:( £)7 é)u&g )7"'7 7(1)7)7 Z|£Z()‘p<00
i=1
LTy = ( gn)ugén)v Zgn)u e 7(1”)7 )7 Z |£Z(”)‘p <0
i=1

=1

Na osnovu definicije Cauchyevog niza, imamo
(Ve > 0)(3no € N)(Vm,n e N): m,n > ng = dp(2m, x,) <&,

Sto je na osnovu definicije metrike d, ekvivalentno sa

(Ve > 0)(3ng € N)(¥m,n €N) 1 m,n >ng = (i ™ g™ Py < ¢,
i=1

Dalje imamo

(Ve > 0)(3no € N)(Ym,n € N) 1 m,n >ng = i 1€ — M < e,
i=1

a kako je jedan clan sume manji ili jednak cijeloj sumi, vrijedi

(Ve > 0)(3ng € N)(Vm,n € N):  m,n>ng = |¢™—eMP < e? (VieN).
Konaé¢no, jasno je da vrijedi

(Ve > 0)(3ng € N)(Vm,n € N):  m,n >ng= |- < (VieN).

Pogledamo li pazljivije posljednju osobinu, jasno je da ona ustvari pred-
stavlja ¢injenicu da je niz koordinata (gi(n))nEN Cauchyev (Vi € N). No,



POGLAVLJE 1. METRICKI PROSTORI o1

uocimo i da je niz (&-(n))neN C R, odnosno da se radi o nizu realnih bro-
jeva. Kako je, po prethodnom zadatku, R kompletan, svaki Cauchyev
niz u R je konvergentan, pa je tako i niz (fi("))neN konvergentan u R.
Neka

&V & (n—o0); (i€N).

Za konkretan ¢ € N to znaci
(Ve >0 e N)(VneN): n>n =™ ¢l <e

Posmatrajmo sada tacku z = (&1, &, ..., &n, -..) 1 dokazimo da nas pocetni
niz (Tn)nen konvergira upravo toj tacki. Pristup nam ovaj put mora

(L0, @ Z € — &),

i svaki ¢lan |§Z-(") — &) tezi nuli, ne mora vrijediti da d,(x,,z) — 0.
Naime, radi se o beskonacnoj sumi, odnosno redu, a poznato je da
¢injenica da opci ¢lan reda konvergira ka nuli, je samo potreban, ali ne
i dovoljan uslov za konvergenciju reda ( npr. poznato je da red Z%
i=1

nije konvergentan, iako oc¢ito opéi ¢lan reda % tezi nuli).

Prisjetimo se da je red konvergentan akko (po definiciji) je konvergentan
niz parcijalnih suma tog reda. Dakle, da bi dokazali konvergenciju
reda .7, |§Z-(") — &P, dovoljno je da pokazemo da je konvergentan niz
(N, \51-(”) — &i|”) ven. Ranije u zadatku veé je navedeno da, kako je
pocetni niz (z,)nen po pretpostavei Cauchyev, vrijedi

Ve > 0)(3no € N)(Vm,n e N): m,n>ng = dp(Tm,x,) <
Ve > 0)(3ng e N)(Vm,n e N) 1 m,n>ng= 300, €™ —Mp < £

( ) )
= ) )
= (Ve >0)(Ing € N)(Vm,n € N) : m,n2n0:>2£\;1|§i(m)—§(")\p<% (VN € N)
"3 (Ve >0)BnpeN)(YneN): n>ng= YN GNP <2 <L (YN eN)

"~
~al>~|m

Dakle, niz parcijalnih suma (21111 |§Z-(")—§,-|7’)N6N je ogranicen odozgo sa
%, a jasno je da je rastudi, pa je taj niz konvergentan. Kako posljednji
izraz vrijedi za sve N € N, mozemo uzeti N — oo, kada dobijamo

e P
(Ve>0)3no eN)(Vn €N): m>mg= Y |6 — NP < % < e,
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Sada jasno slijedi

bS] I>—'
A
o

(Ve > 0)(Fng e N)(YneN): n>ny= Z\gl ‘p

Sto je na osnovu definicije metrike d, ekvivalentno sa
(Ve >0)3no e N)(VYneN): n>ng=dy(z,,z) <e.

Dakle, zaista vrijedi da x, — x ( kad n — 00). Pokazimo jos da = € I,
tj. da je x = (&)ien p sumabilan niz. Ponovno éemo konvergenciju
reda ).\ |& [P dokazivati preko konvergencije njegovog niza parcijalnih
suma. Kako je poéetni niz (x,),eny Cauchyev, on je ogranicen, pa sve
¢lanove tog niza mozemo smjestiti u kuglu B(0,r), tj. vrijedi

(Ir>0)(VneN): =z,€ B(0,r)
& (Ir>0)(VneN): d,(0,z,) <r
S (G >0WneN):  dy((0)ien, (€™ )ien) <r
s (Ir>0)(VneN): (z;?;|0—g§”>\p)% <r
s (Gr>0)(vneN): zz e < e
= (@ >0)(neN): SN EMP <P (YN €N)
"= (3> 0) ZZ &P <r? (VN eN)

Dakle, niz parcijalnih suma reda > - [£|P je ogranicen, a kako je
oc¢igledno rastuci, taj je niz konvergentan, pa je konvergentan i sam

red Y 22, |¢]P, odnosno
o
> I < 0.
i=1

Stoga, po definiciji prostora l,, vrijedi z = (&;);en € [, ¢ime je dokaz
zavrsen.
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f. Neka je (x,)nen proizvoljan Cauchyev niz u (ls, dso)-

1) (1) 1 .
x1 = ( i), é)afé ),...,ST(L)’.,.) Su£|€z( )| < 00
(S
2 2 2 2 9
r= (6606060 swple?] <o
1€
3) ~3) (3 3 5
"Ij3 :< §)7 §)7£§ )7---7572)7...) Sup|£Z( )‘ < m
€N
v = (67 6767 80 e < oo
1€

= (67677, 6 ) s g™ < oo

Na osnovu definicije Cauchyevog niza, imamo
(Ve > 0)(Fng e N)(Vm,n e N) 1 m,n > nyg = doo(pm, x,) < €,
$to je na osnovu defincije metrike d., ekvivalentno sa

(Ve > 0)(3ng € N)(Vm,n € N):  m,n > ng = sup \5§m) — £§n)| < e.
ieN
Kako je svaki |£™ — €| manji ili jednak od sup|¢™ — €™, dalje
ieN

imamo
(Ve > 0)(Fnp € N)(¥m,n eN) 1 m,n>ng= [€™-c"|<e (VieN).

Pogledamo li pazljivije posljednju osobinu, jasno je da ona ustvari pred-
stavlja ¢injenicu da je niz koordinata (fi("))neN Cauchyev (Vi € N). No,
uo¢imo i da je niz (fi("))neN C R, odnosno da se radi o nizu realnih bro-
jeva. Kako je, po prethodnom zadatku, R kompletan, svaki Cauchyev

niz u R je konvergentan, pa je tako i niz (51-(”))1161\1 konvergentan u R.
Neka

£V & (n—oo); (i€N).

Za konkretan i € 1,n to znaci
(Ve > 0)3n; e N)(Vn e N): n>ni= € — ¢ < g

Posmatrajmo sada tacku = = (&, &, ...,&,) € R" i dokazimo na nas
pocetni niz (z,),en konvergira upravo toj tacki.

doo (2, ) = sup [€) — &] — 0,
€N
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jer
€™ — a\ <5 (YieN)

= sup\gi §Z\<2<6
ieN

Preciznije, kako je pocetni niz (z,),eny Cauchyev, ve¢ je navedeno da

Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n € N) : m,n2n0:>s.up\§i(m)—§.(”)\<€

)( )

€N

Ve > 0)(3np € N)(¥m,n e N) 1 m,n>ng = |6 — ¢ <5 (VieN)
Ve > 0)(3ng e N)(Vn e N):  n>ng=|& — g<"|<g (Vi € N)

Ve > 0)(3np € N)(Vn € N) 1 n > ng = suplé; — €7 < %
€N

Ve > 0)(3ny e N)(VYneN): n>ng=d(z,, ) <e,

€

(
(
=
(
(

=
=
=

Sto upravo znaci da prvobitni niz (z,),en konvergira ka z. Ostalo je jo$

pokazati da je x € [, odnosno da je x ogranicen niz, tj. da sup || <
ieN

oo. Dokazati ¢emo to slicno kao prethodnom slucaju. Naime, kako je

pocetni niz (z,),en Cauchyev, on je ogranicen, pa sve clanove tog niza

mozemo smjestiti u kuglu B(0,7), tj. vrijedi

(Ir>0)(YneN): =z, B(0,r)
& (Ir>0)(VneN): do(0,z,) <7
e G >0MneN):  dul(0)ien E™)en) < r
& (Fr>0(WneN): suplo—&M|<r
ieN
& (Fr>0)(WneN): supld|<r
ieN
= (@>0)(vneN): | <r (VieN)
"= FIr>0): & <r (VieN)
= (Ir>0): supl&l <r<oo

1€EN

Stoga, po definiciji prostora I, vrijedi z = (& )ien € loo, ¢ime je dokaz
zavrsen.



POGLAVLJE 1. METRICKI PROSTORI 55

g. Neka je (x,)nen proizvoljan Cauchyev niz u (c, d).

z1 = ( %l),fél)fél), e, (Ei(l))ieN konvergentan
T2 = ( {2)7 552)7 £§2)7 ceey ££L2)7 )7 (gi(z))iEN konvergentan
w3 = (7,6, fy()g), L9, (Ei(g))ieN konvergentan
Ty = (f@,&én), Eé"), e o) (fi("))ieN konvergentan

Ty = (ém), §2m), §3m), . 7(1m)’ ) (£§m))i€N konvergentan

Na osnovu definicije Cauchyevog niza, imamo
(Ve > 0)(3no € N)(Ym,n e N): m,n > ng = d(x;,, x,) <&,
$to je na osnovu defincije metrike d ekvivalentno sa

(Ve > 0)(3ng € N)(Vm,n € N):  m,n > ng = sup \gfm) — £§n)| < €.
ieN
Kako je svaki |£™ — €| manji ili jednak od sup|¢™ — €™, dalje
ieN

imamo
(Ve > 0)(3ng € N)(Ym,n € N):  m,n>ng= |- < (VieN).

Pogledamo li pazljivije posljednju osobinu, jasno je da ona ustvari pred-
stavlja Ginjenicu da je niz koordinata (£™),.cn Cauchyev (Vi € N). No,
uocimo i da je niz (§Z-(n))neN C R, odnosno da se radi o nizu realnih bro-
jeva. Kako je, po prethodnom zadatku, R kompletan, svaki Cauchyev
niz u R je konvergentan, pa je tako i niz (fi("))neN konvergentan u R.
Neka

52'(”) —& (n—o0); (i€N).

Za konkretan 7 € N to znaci
(Ve>0)3n e N)(VneN): n>n = €™ — g < g

Posmatrajmo sada tacku x = (£, &, ..., &, -..) € R™ i dokazimo na nas
pocetni niz (z,)nen konvergira upravo toj tacki.

doo (2, ) = sup [€) — &] — 0,
€N
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jer
€™ — M<—wmm

= sup\gi §Z\<2<6
ieN

Preciznije, kako je pocetni niz (x,),en Cauchyev, veé je navedeno da
(Ve > 0)(Ing € N)(Vm,n € N) : mn>n0:>sup\§ g.(”)\<

) )(

=  (Ve>0)3ngeN)(Ym,neN): m,n>ng= |g<’” £V < £ (VieN)
"2 (Ve > 0)3n EN)(VR eN): n>ng = |& — &™) gg (Vi € N)

= (Ve>0)3np eN)(VneN): n>ng=suplg — 7] < %

& (Ve>0)(FnyeN)(VneN): n>nyg= czle(:c,xn) <,

€

sto upravo znac¢i da prvobitni niz (z,),eny konvergira ka x. Ostalo je
jos pokazati da je x € ¢, odnosno da je x konvergentan niz. Kako je
r = (&1,£,&s, .., &, -..) niz realnih brojeva, zbog kompletnosti prostora
R dovoljno je pokazati da je x Cauchyev niz. ( Inace, upravo je nave-
deno cest "trik” - ukoliko se granica niza sama intuitivnho ne namece,
kao u dosadasnjim primjerima, obratite paznju da li je taj niz u kom-
pletnom prostoru, ¢ime postaje dovoljno pokazati da je niz Cauchyev. )
Odaberemo li proizvoljne i j — 00, na osnovu svega navedenog imamo

16— &) =16 — M e el 4l ¢

sm—iwﬁﬂﬁﬂﬂﬁha
<S+e+;
= 2¢,

sto upravo znaci da je niz x = (&,)neny Cauchyev ( n € N biramo

dovoljno veliki broj, tj. n > ng, uz Sto koristimo i ¢injenicu da je
Ty, = (51-("))1-61\1 € ¢, tj. (51-("))1-61\1 je konvergentan niz, pa je i Cauchyev ).
Preciznije,

(Ve >0)(In, e N)(Vi,j €N) . i,j >n, =& — & < 2,

paje x = (§,)nen Cauchyev niz u R, pa je konvergentan. Dakle pocetni
Cauchyev niz (z,),en konvergira ka tacki « € ¢, pa je ¢ kompletan.

h. Neka je (z,)nen proizvoljan Cauchyev niz u X. U ovom slucaju ne
mozemo jasnije ispisati elemente posmatranog niza ni kada bismo to
htjeli, jer ne znamo prirodu skupa X. Stoga odmah predjimo na de-
taljniji opis navednog svojstva, tj. na osnovu definicije Cauchyevog
niza jasno je da

(Ve > 0)(3no € N)(Ym,n e N): m,n >ng = d(x,, xm) <€
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, pa zbog

Kako navedena osobina vrijedi za sve € > 0, vrijedi i za ¢ = %

definicije diskretne metrike imamo
(Ing € N)(Vm,n € N): m,n > ng = d(zp, ) = 0.

Kako posljednja osobina pak vrijedi za sve m € N takve da m > ny,
izaberimo bas m = ngy. Tada

(Ino e N)(VneN): n>ng= d(z,, x,) =0.
Sada je jasno da, izaberemo li € > 0 proizvoljno, sigurno vrijedi
(Ve > 0)(3ne e N)(Vn eN):  n>ng= d(x,, x,) =0<e,

sto upravo znaci da pocetni niz (z,)nen konvergira ka z,,. Kako je taj
posmatrani niz u X, onda je i svaki njegov element u X, pa tako i
zn, € X. Dakle, (X, d) je kompletan.

A

Primjedba 1.3.4 Konacno, rezimirajmo kako se dokazuje kompletnost pros-
tora (X,d). Radi jednostavnijeg razmatranja, neka je X prostor nizova x =
(&)ien € X koji zadovoljavaju odredjeno svojstvo. Prvobitno biramo proizvol-
jan Cauchyev niz (x,)nen v X, a zaltim je poZeljno napisati nekoliko clanova
tog niza kako bismo imali bolji uvid u prirodu prostora X.

I Niz (z,)nen je Cauchyev, pa na osnovu definicije Cauchyevog niza zado-
voljava osobinu (*):

(Ve > 0)(Ing e N)(Vm,n e N):  m,n >nyg= d((ﬁ,-(m))zeN, (gi(n))ieN) <e

II Jednostavnim manipulacijama osobine (*) zakljucéujemo da su mizovi
koordinata (51-("))%1\] (1 € N) Cauchyevi u R, pa su konvergentni u R.
Neka

§V =& (n—oo); (i€N)

III Posmatramo tacku x = (&1,&a, ..., &n, -..) 1 dokazujemo da pocetni niz
(Zn)nen konvergira upravo toj tacki. Kako osobina (*) vrijedi za sve
m € N takve da m > ng, nakon nekoliko potrebnih izmjena u (*),
mozemo uzeti da m — oo, kada (ponovno nakon nekih izmjena) dobi-
jamo

(Ve > 0)(Tng e N)(Vn e N) 1 n > ng = d((&)ien, (fz'(n))ieN) <g,

§to je upravo ekvivalentno ¢injenici da x, — = (n — o0). ( Dakle, za
sve € > 0 ovdje postoji ng € N kojeg mozZemo uzeti da je jednak ng iz
prvobitne (*). )
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IV Ostalo je jos pokazati da x € X, Sto je obic¢no dosta jednostavan za-
datak. U tu svrhu najcéesce se koristi pocetna pretpostavka o prirodi svih
elemenata v X, te ¢injenica da su nizovi koordinata (52-("))”61\1 (i € N)
konvergentni, ili osobinu (*) u bilo kojem od navedenih oblika.

Primjetite da prethodni zadatak nije wvijek radjen po navedenim koracima (
npr. slucaj a. i b. ), ali je dokaz mogao u potpunosti pratiti ove korake, i
kao takav bi cak bio jednostavniji.

Kako bi se pojam kompletnosti sto bolje shvatio korisnije je, ipak, uvidjeti
zasto neki prostori nisu kompletni. Nedostatak kompletnosti sa sigurnoséu
¢e vise doprinijeti razumijevanju ”ljepote” ovog svojstva.

Bolje je jednom dokazati da nesto ne vrijeds,
Nego stotinu puta da to vrijedi.
( Fehim Dedagi¢ )

Stoga se studentima preporucuje posebnu paznju obratiti na sljedeéi zadatak,
kao i sve takvog tipa.

ZADATAK 1.3.4 Sljedeci metricki prostori nisu kompletni:
a. (Q,d), pri cemu je d Euklidska metrika
b. ([0,1),d), pri ¢emu je d Euklidska metrika
. (Cla,B],d), pri cemu je d(£(6),g(t)) = [*|F(t) — g(b)]di
d. Skup polinoma na [0,1], snadbjeven metrikom d(x(t),y(t)) =

max x(t) — y(t)]

e. (con,dwo), pri cemu je cop = {x = (&) : & € C,(AK = K(x)) : & =
0 Vi> K}

Dokazati!

Rjesenje: Na osnovu negacije definicije kompletnosti, X nije kompletan
ako postoji niz u X koji je Cauchyev, ali nije konvergentan. Upravo takve
nizove navesti ¢emo u sljede¢im primjerima.
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a. Posmatrajmo niz racionalnih brojeva

r = 1,4
To = 1,41
x5 = 1,414
z, = 1,4142

x5 = 1,41421

imala. Jasno je da je posmatrani niz Cauchyev u Q, jer za proizvoljne
m,n € N(m > n)

1
A(Tpm, ) = [Ty — x| < v 0 (m,n— o0).

S druge strane, z, — V2NE € Q, pa niz (&, )en nije konvergentan u

Q.

b. Posmatrajmo sljedeci niz u [0, 1)

r1 = 0
) :%
471
T, =1-— %
Niz (x,)nen je ocito Cauchyev jer
1 1
AT, p) = |Tm — 20| =|— = =] = 0 (m,n — 00),
m

ali z, — 1, pa nije konvergentan u [0, 1).

c. Radi lakSeg razmatranja, posmatrajmo prostor C[0,2]. Cilj nam je
pronadi niz neprekidnih funkcija na [0, 2] koje konvergiraju ka funkciji
koja sama nije neprekidna. Intuitivno, jasno je da ¢e niz neprekidnih
funkcija (f,)nen sa sljedece slike konvergirati ka prekidnoj funkciji f :
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N f

1 2
o fo

1 2
| fa

1 2
o f

1 2

Opéi clan navedenog niza, funkcija f, uzima vrijednost 0 na intervalu
0,1 — %], vrijednost 1 na intervalu [1,2], a da bi bila neprekidna na-
jjednostavnije je da (kao na slici) na preostalom intervalu (1 — %, 1)
bude prava. Da bi funkciju f,, eksplicitno zadali i na tom intervalu,
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posmatrajmo jednacinu prave kroz dvije tacke (1 —2,0) i (1,1):

Y2 —
y—u = (. — 1)
To — X
0 10 ( 1+1)
JR— — x p—
Y - (-1 n
y=n(z—-1+21)
y=nr—n-+1

Dakle, posmatrati ¢emo niz ( f,,)nen neprekidnih funkeija na [0, 2] defini-
ranih na sljedeé¢i nacin:

0, tel0,1—2]
fa®) =< nt—n+1, te(1-11)
1, telt,2).

Pokazimo prvobitno da je niz (f,)ney Cauchyev. Neka su m,n € N
proizvoljni, m > n.

A for ) = /|n — fut)ldt

Funkcije f,, i fm, su neprekidne funkcije, tj. pripadaju prostoru C|0, 2],
a kako je d metrika prethodni integral postoji, pa mozemo pisati

A(fo, fr) = ﬁmz—-<nﬁ
— ) = fm |ﬁ+f 1 fal) = fu(D)]dt
+f1_% ‘fn - ‘dt+f1 ‘fn fm(t>|dt

_1
=y ”IO—OIdt+fl_% Int —n+1—0|dt
F [t —n+1- (mt—m+1)|dt+fl2|1 —1)at

_ ff‘ﬁ[nt (n—1) dt+f1 ~ )1 — t)dt
= nf 7 tdt — (n—1)f dt+ m—n) [ L di—(m—n ) [ 1 bt
= -

kada m,n — oo. Dakle, (f,)nen je Cauchyev niz u Cla, b]. Posmatrajmo
funkciju
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i dokazimo da f,, — f (n — o0). Slicno kao ranije, imamo

d(fu f) =[5 [fult) = f(E )|dt

—fo“\fn — FOlE+ [i 1 1falt) = FOldE+ [71a0) = f(0)]dE
=[]~ \o O|dt+f1 1 |t — n+1—0\dt+f12\1—1|dt
—fl 1 n—l)]dt
nfl 1 tdt — (n — l)fll_l dt
_ 1 —>0 "
— 2n

kad n — oo. Medjutim, jasno je da fNE € C[0,2], pa niz (f,)nen nije
konvergentan u Cla,b]. Time je dokaz zavrsen. ( Primjetite da je u
prethodnom zadatku dokazano da je Cla, b] sa uobi¢ajenom metrikom
kompletan prostor, dok sa ovako definiranom metrikom to nije, sto
nam potvrdjuje da je uobicajena metrika zaista uglavnom povoljnija.
Studentima se preporucuje da pokusSaju eksplicitno razjasniti zasto
ovaj primjer ne bi mogao pokazati i nekompletnost prostora Cla, b sa
uobicajenom metrikom. )

d. Izaberimo neku funkciju f : [0,1] — R koja nije polinom. Na osnovu
Taylorovog teorema, f se moze aproksimirati polinomom

_ i FR0) &
B k!
k=0
Sada posmatrajmo sljede¢i niz polinoma u X

(37) Zk =0 fi:kj' zk
pa(z) = 0 I

’ n F®(0
() = 0 g d k!( Lok

Lako se pokazuje da je niz (p,,)nen Cauchyev u X ( ostavljeno ¢itaocima
za vjezbu ). Medjutim, niz (p,),en o¢ito konvergira ka funkciji f(x)
koja nije polinom, tj. fNE € X. Stoga, X nije kompletan prostor.
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e. Posmatrajmo niz (l’n)neN

21 = ( {? m 54 ,...) = (p,0,0,0,...)
To = ( %337 2 54 7) = (p>p270a07 )
xr3 = ( 1 > 2 7 3 a§4 7) = (p>p2>p3>0a )
(gln 52 ) 75&")’) = (p7p27p37p47"'7pn7070707"')

$m = ( im)7 ém)’gém)7 Zim)7 "') = (p7p2’p3’p47 ‘“’pm’ 0’07 0? "')

tj. niz (T, )nen, gdje je opéi ¢lan niza zadat sa

_ (¢ m_ ), i<m,
Tn = (& )ien, & —{ 0, i>n,
pri ¢emu je p € (0, 1) proizvoljan. ( Tako ustvari ima kontinuum mnogo
ovakvih nizova, no dovoljno je da posmatramo samo jedan, za neki
fiksirani p € (0,1).) Zelimo pokazati da je navedeni niz Cauchyev u
(coo, dso), ali da nije konvergentan. Prvobitno dokazimo da je (x,)nen
zaista niz u cpp. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan n € N. Kako je

g(n) _ pia Z S n,
i1 0, i>n,
jasno je da fi(") € C za sve ¢ € N. Takodjer,

OK =K(z,)=n+1): " =0zasvei>K.

Dakle, z,, € ¢y za proizvoljan n € N, tj. (x,)nen je niz u cgo. Sada se
uvjerimo da je (z,)neny Cauchyev niz u cgp.

(2 )nen Cauchyev u cog
& (Ve>0)3ng e N)(VmneN): mn>ng=dx,,z,) <ec
& (Ve>0)(3ng e N)(Ym,neN): m,n>ny= sup |§Z-(m) — f}m)| <e
ieN
Posmatrajmo stoga proizvoljan € > 0, te proizvoljne m,n € N. Bez
umanjenja opcéenitosti pretpostavimo da m > n.

T, _(§n>€2na gn 1> gr(zrfl—)l gm 1a§m >€m+1"")
(p,,p ,pO 000 )

P,
Tm = (£§m 7£ gn 175” gn—i—l gm 17£m 7£m+17"'>
=(p,p2,---,p Pt L p™ T ™0, )
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(m) _ o) _ ] 0, 1 <nilit>m
Kako je p € (0,1),p je sve ve¢i broj ukoliko je eksponent i manji, tj.
p* > p¥ za u < v. Dakle

sup €™ — ™| = sup{p"t!, p" 2, . p™, 0} = p
1€

Stoga imamo

(n)nen Cauchyev u coo
& (Ve>0)(3ng € N)(Vm,n eN): m,n>ng=p"t! <e,

Sto je ocigledno tacno jer
Pt <e e log,p"tt >log, e
& n+1>log,e
< n>log,e —1,
pa vrijedi
(Ve > 0)(Ing = [logye—1] € N)(Vm,n € N):  m,n >ng=p"™ <e.
Dobili smo da je (x,)nen Cauchyev u cp. Sada posmatrajmo tacku

= (p,p*,p°, ....,p", ...), i dokazimo da niz (z,)nen konvergira ka .

(n)nen konvergira ka x
& (Ve>0)(FngeN)(VneN): n>ng=da,,z)<e

& (Ve>0)3no e N)(VneN): n>ng = suple™ —pi| < e
ieN

Analogno kao ranije zaklju¢ujemo
m_ )0, i<n
|€2 p|_{pz’ i>n,
= sup|¢" - pl| = p"*!
ieN
pa opet imamo:
(Ve > 0)(3no = [logye — 1] e N)(Vn e N) 1 n >ng = d(z,,z) <&,

tj. (n)nen je konvergentan, i x,, — = kad n — oo. Ali (1), primjetimo
takodjer da xNE € cyy. Naime, z = (p, p?,...,p",...), tj. & =p' # 0 za
sve ¢ € N. Svi ¢lanovi niza su nenulti kompleksni brojevi, tj. ne vrijedi

OK = K(z)): &=0 Vi>K.

Kona¢no, polazni Cauchyev niz (x,)nen U coo knovergira ka tacki koja
nije u ¢, pa ( kako je granica niza jedinstvena ) c¢qo nije kompletan.
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A

Konaé¢no, navesti ¢emo jedan zadatak koji ima za cilj dodatno usavrsavanje
razumijevanja jako bitnih pojmova - Cauchyev i konvergentan niz.

ZADATAK 1.3.5 Neka je (X,d) metricki prostor.

a. (Tn)nens (Yn)nen Cauchyevi nizovi u X = (d(xy, Yn) )nen je konver-
gentan niz

b. (zp)nen Cauchyev niz u X = (d(x,,x))nen je konvergentan niz u
X(z e X)

c. Dali u b. vrijedi obrat? Objasniti!

Rjesenge:

a. Neka su (2,)nen, (Un)nen Cauchyevi nizovi u X. Tada vrijedi d(zy,, ©,,,) —
0, d(Yn, Ym) — 0kad m,n — oo. Zelimo pokazati da je niz (d(y, Yn) ) nen
konvergentan. Medjutim, primjetimo da je (d(x,,yn))nen niz real-
nih brojeva, a kako je R kompletan, dovoljno je da pokazemo da je
(d(zpn, Yn))nen Cauchyev niz u R.

(T, Yn) — A(Trn, Ym)| < ATy ) + (Y, Ym) — 0

Dakle, (d(zn,Yn))nen je zaista Cauchyev niz u R, pa je zbog komplet-
nosti prostora R i konvergentan.

b. Tvrdnja b. specijalan je slu¢aj tvrdnje a., uzmemo li niz (¥, )nen kao
konstantan, pri ¢cemu je y,, = x.

c. Lako uocavamo da u b. ne vrijedi obrat posmatramo li diskretni
metricki prostor (X, d) ( primjetite da nam je, kao Sto je na pocetku
navedeno, diskretna metrika ve¢ nekoliko puta posluzila kao koristan
kontraprimjer! ). Naime, izaberemo li bilo kakav niz (x,),en, 1 neku
tacku = € X koja se razlikuje od svih elemenata tog niza ( Stavise,
kona¢no mnogo ¢lanova niza svakako uvijek mozemo zanemariti ), jasno
je da ¢e niz (d(x,,T))nen biti konstantan niz, (d(x,,z)) = 1, pa je
svakako konvergentan, bez obzira na pocetni niz (x,),en. Konkretno,
izaberimo naprimjer X = R, i uo¢imo na zadatim nizovima prethodna
razmatranja.

L.z, =(—-1)",2=0
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2. x,=n+1l,x=1

Zaista, u oba navedena primjera niz (z,),en nije Cauchyev, ali je niz
(d(zn, Yn))nen konstantan, pa je jasno da je i konvergentan.

1.4 Banachov stav o fiksnoj tacki

Definicija 1.4.1 (FIKSNA TACKA) Tacka v € X je fiksna tacka pres-
likavanja f : X — X ako vrijedi f(x) =

ZADATAK 1.4.1 Nadéi fiksne tacke sljedecih preslikavanja:
a. f:R — R definiranog sa f(x) = 2> — 6.
b. A:C[0,1] — C|0, 1] definiranog sa A(f(x)) = f'(z).

Rjesenge:
a. Fiksne tacke x € R preslikavanja f odredjujemo iz uslova

fla) ==
& 2 —-6=u
& 22—2-6=0
&S rp=—-2Vzey=3

Dakle, fiksne tacke preslikavanja f : R — Rsuz=—-21iz = 3.

b. Fiksne tacke f € C[0, 1] preslikavanja A odredjujemo iz uslova

A(f(x)) = f(x)
f'(x) = f(z)

g =@

= dx

f f(lw df (v) = [ dx
In f(x) =

flz) = e“"’

Dakle, fiksna tacka preslikavanja A : C[0,1] — C[0,1] je f:[0,1] — R,
fx) =e".

te e
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A

Definicija 1.4.2 (KONTRAKCIJA) Preslikavanje f : X — X je kon-
traktivno, odnosno kontrakcija, ako vrijedi:

(B¢ € [0,1)(Vo,y € X) = d(f(2), f(y)) < qd(z,y).

ZADATAK 1.4.2 Ispitati koja od sljedecih preslikavanja su kontrak-
crja:

1
a. f:C? — C? definirano matricom ( (2] (l] )
3

b. f:C% — C? definirano matricom (

Nl o.v| [y
=

[SUITNAN e WIS [

c. f:C? — C? definirano matricom ( .

6

d. f:R — R definirano sa f(x) =sinx

Rjesenge:
a. Neka su x,y € C? proizvoljni. Tada
I Y1
€T = ) - Y
()= ()
nge su T1,%2,Y1,Y2 € (C7 pa je
d(z,y) = V/]w1 — 1 ? + w2 — 2],

Imamo

o= (3 8) ()= (1)
w=(59) (n)=(tm)
pa je

521 — 501 [? + 521 — 502

o=l + 5l — vl

I
= = =

o=y + fler —

<

|1 — 1 |* + |22 — 2|2
(z,y)

N[0 [ =
S
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Dakle,

N | —

(Jg=
tj. f jeste kontrakcija.

b. Neka su z,y € C? proizvoljni. Tada

x1 U1
:L’Z b - )
(wz) Y (yz)

nge sSu T, T2, Y1, Y2 € C> pa je

z,y) = V|z1 — 2 + |22 — |

I _ %S(Il + %SL’Q
o %xl + %xg
) <y1):<%1y1+%2y2)
Y2 St 3y )]

Imamo

~

—~
&

SN—

Il
VRS
w| | ol

[
WD [~

oo| | o=
[
WIS [~

pa je
d(f(x), f(y))

v)? + 15 (@1 —y1) + 3 (2 —

{I5(x1 — 1) + (316

< {(Il(xl—y1)|+|
Holder 9
< {( |6|2+|6|2\/|561—y1|2+|932—y2|2)

x

\/ 512+ 1312/ 121 — ] + |22 — yal)?}

sPH 5Pz = P + |22 — 1)

AP+ 122 (21 — 3 + 22 — 2D} 2

52+ 1512+ 312+ 13z — 9] + |22 — y2]?)
1§12+ 1512+ 512 + 15 Ve — yi? + |22 — yof?

{(

A_

;b :56’1—?;1
b == y27

€[0,1))(Ve,y € C*) s d(f(2), f(y)) < qd(z,y),

_ _ 1
{|( 1+ $2) (% Y1+ éy2)|2 + \(—lxl + %562) - (lel + glyz)\2}2

D=

(22 = 12))* + (|5 (21 — yo)| + |5 (22 —
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a drugi put na

) Dakle,
V22

(Fg=—"¢€[0,1)(Vo,y € C*):  d(f(z), f(y)) < qd(z,y),

6
tj. f jeste kontrakcija.

c. Neka su z,y € C? proizvoljni. Tada

x1 U1
:I:: b - )
(f@) Y <y2)

nge sSu T, T2, Y1, Y2 € C> pa je

T,y) = \/|551 — 1 |? + |22 — ]2

Imamo

~

—~
&

SN—

Il
VR
ol Lor-
Wi~

|
oo
Wi~

pa je
d(f(x), f(y))

= Gz + 932) (31 7y2)|2+|(_—x1+§x2)—(

= {3 ( 1) + 2(xg — yo) | + [ (21 — 1) + (22

Hléd {(|5(x1 — |+|$($2—y2)|) +(|75($1—y1)|+| (22 —
< \/| 24+ 1212/ |21 — 1] + |z — yol?)?

1
( \7\2+|§\ \/le—y1\2+|x2—y2|) }2
= {U3P+ 183z — n]? + |22 — 12]?) 1
+(12? +| 2 (| = ]? 4 |22 — y2]?)} 2

+

L2
2

T\ _ 951+ 932

T2 75% + I2
) <y1)2<%5y1+$2y2)
Yo S t3y2 )

H
s+ 3P+ B+ PV — w1 + |22 — w2l

= Bz, y)

42

\/ +IEP+ 1P+ 3P (2 — 91 + |72 — 92/?)
0

69

— 1
Funt 2wl

y2)|)*}

N
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( Holderova nejednakost primjenjena je dva puta, i to prvi put na

1=T1— U1
5 52:1'2—927

a drugi put na

) Medjutim, @ > 1. Jo$ uvijek nam nije poznato da li ipak postoji
konstanta ¢ € [0, 1) sa zeljenim svojstvom, no prethodno razmatranje
nas navodi na pokusaj pronalaska kontraprimjera, tj. primjera kada ¢e
vrijediti

d(f(z), f(y)) = d(z,y) (x #y),
sto bi nas uvjerilo da ne moze postojati konstanta ¢ € [0,1) tako da
uvijek vrijedi d(f(x), f(y)) < qd(x,y). Zaista, posmatramo li vektore

(1) o-(0)

dx,y) = V2, d(f(z), f(y) =

lako se izracuna da

pa f nije kontrakcija.

d. [ADEMIR HUJ DUROVIC] Neka su z,y € R proizvoljni. Tada imamo

d(f(x), f(y)) = [f(x) = f(y)]
= |sinx — siny|
= |2 cos ¥ sin %Y
= 2| cos &Y | sin 55
<2.1. |2
= |z -y
= d(z,y)

Medjutim, iz posljednjeg ipak ne mozemo zakljuciti da je f kontrak-
cija, jer nismo utvrdili postojanje kontraktivne konstante ¢ € [0,1) (o
njenoj vaznosti biti ¢e govora u sljedecoj primjedbi i primjerima, ali
i sekcijama). No, prethodno tumacenje ipak nas navodi na zakljucak
da bi vjerovatno mogli pronaéi neke z,y € R (z # y) tako da vrijedi
jednakost d(f(x), f(y)) = d(x,y), ¢cime bi utvrdili da sigurno ne postoji
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q € [0,1) tako da uvijek vrijedi d(f(z), f(y)) < qd(z,y), tj. utvrdili
bi da f nije kontrakcija. Kako bi navedena jednakost zaista vrijedila,
moralo bi biti

T+ :c—y|_‘:c—

YI=1 A s 5 2y\.

| cos

Od ranije je poznato da za sve a € [0, 3] vrijedi

sina < «.

Navedenu c¢injenicu smo ustvari ve¢ i koristili u prvobitnom razma-
tranju, a pokazuje se posmatranjem pomocne funkcije g(z) = x —sinz
koja je ocito rastuca na [0, 7] (jer ¢'(z) > 0), pa

a>0 = gla)>g(0)
S a—sina > 0—sin0
& o > sino

Da bi vrijedilo sin &« = a, moralo bi biti &« = 0, odnosno u nasem slucaju
moralo bi vrijediti %5¥ = 0. Medjutim, tada bi imali # = y, §to nam

nije od pomodi jer tada za sve realne brojeve g vrijedi d(f(x), f(y)) <
qd(x,y). No, prisjetimo se takodjer i da vrijedi
sin «v

lim =1,
a—0 (v

pa bi za r,y € R takve da 5% — 0 imali da

LY r—y
sin — .
2 2

Da bi vrijedila i druga potrebna nejednakost

r+y
2

| cos | =1,

izaberimo x € RT proizvoljan broj blizak nuli, i y = —z. Tada imamo

d(f(x), f(y)) = |f(x) = f(y)|

= |sinx — sin
| Yl

= 2| cos Z2¥|| sin Y|
=2-1-sin%2
e

= |z -y

= d(z,y),
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Sto bi povlacilo da ¢ > 1, pa f nije kontrakcija. Primjetite da bi nam
navedena ideja, tj. dokazivanje da

d(f(x), f(y)) = d(z,y) (x— 0,y = Yo)

u razlicitim zadacima mogla biti od koristi ukoliko zelimo pokazati da
preslikavanje f nije kontraktivno.

A

Primjedba 1.4.1 Studentima se preporucuje posebno pazljivo tumacenje defini-
cije kontrakcije, kako bi se u potpunosti shvatio znacaj konstante q € [0,1).
Naime, cinjenica

(Vz,y € X,z #y): d(f(z), f(y)) <d(z,y)

ne implicira kontraktivnost preslikavanja f ( pogledati sljedeéi primgjer )!
Svakako vrijedi

d(f(x), f(y))
d(z,y)

medjutim q ovdje zavisi od z,y, tj. ¢ = q(x,y). ( Za par x1,y; imali bi neki
G1, 26 par xo, Yo neki qa, itd. ) Ali, ne moZe se pokazati da tada postoji
univerzalna konstanta q iz definicije kontrakcije, tj. f ne mora biti kontrak-
cija. Navedeno objasnjenje samo je jos jedan podsjetnik na esencijalnu razliku
izmedju "N37 ¢ 73V7, Sto je studentima zasigurno vec poznato iz matematicke
logike, a vjerovatno i same intuicije.

(Vr,y € X)(Jg = €[0,1)): d(f(z), fy) < qd(z,y),

Teorem 1.4.1 (BANACHOV STAV O FIKSNOJ TACKI) Neka je (X, d)
kompletan metricki prostor, i A : X — X kontraktivno preslikavanje. Tada
postoji tacno jedna fiksna tacka preslikavanja A.

ZADATAK 1.4.3 Neka je (X,d) kompletan metricki prostor. Pokazati
da Banachov stav ne vazi ako preslikavange f : X — X ispunjava uslov:

(Vz,y € X,z #y): d(f(z), f(y)) <d(z,y)

Rjesengje: Posmatrajmo preslikavanje f : [1,400) — [1,400) definirano
sa

1
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Jasno je da je prostor [1, +00) kompletan, a uoc¢imo da zaista vrijedi i

d(f(x), f(y)) = f(x) = f(y)|

Medjutim,

pa f nema fiksnu tacku. Dakle, Banachov stav ne vazi iako je zadovoljena
navedena osobina. A

Primjetimo i da su uslovi iz Banachovog stava o fiksnoj tacki dovoljni,
ali ne i potrebni za egzistenciju ( i jedinstvenost ) fiksne tacke. To mozemo
uociti u sljede¢em primjeru.

ZADATAK 1.4.4 Da li preslikavanje f(x) = 2 ima fiksnu tacku na
A=1[123]7

272

Rjesenje: Po definiciji, x je fiksna tacka preslikavanja f ako vrijedi f(x) =

flz)=2 & 2°=12
& ?—x=0
& z(z—-1)=0
& z=0Ve=1

Kako je A = [, 2], f ima jedinstvenu fiksnu tacku z = 1. Medjutim, lako

272
se uvjeravamo da uslovi Banachovog stava o fiksnoj tacki nisu zadovoljeni.
A= [%, %] jeste kompletan, ali ne vrijedi f : A — A. Naime, na skupu A

preslikavanje je monotono rastuce, a kako je i neprekidno vrijedi

FA) = 7l 2) = 7). FO) = (3,31 € 53]

( Stoga je obavezno uvijek provjeriti da zaista f : X — X ! ) Mozemo
primjetiti da takodjer preslikavanje f nije ni kontraktivno, jer

d(f(x), f(y) = [f(z) = fy)| = 2" = %] = [z —y) (@ + y)| = |z + yllz — y],
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Sto nas navodi na mnostvo kontraprimjera, poput

3 1
Dakle, nisu zadovoljeni uslovi iz Banachovog stava, ali f ima jedinstvenu
fiksnu tacku, pa zaklju¢ujemo da su uslovi Banachovog stava dovoljni, ali ne

i potrebni za egzistenciju jedinstvene fiksne tacke. A

Nakon detaljnijeg tumacenja Banachovog stava o fiksnoj tacki mozemo
prije¢i na samu primjenu istog. Banachov stav ima primjenu u dokazivanju
egzistencije i jedinstvenosti rjesenja razlicitih jednacina ili sistema jednacina,
te dokazivanju konvergencije nizova, u sto se mozemo uvjeriti kroz sljedece
zadatke.

ZADATAK 1.4.5 Koriste¢i Banachov stav, pokazati da jednacina
smz—xz+1=0

ima jedinstveno rjesenje u [7, %]

Rjesenje: Definirajmo preslikavanje
f(z) =sinx +1

Pokazimo da f ima jedinstvenu tacku na [Z, 2], i to ¢e biti rjesenje posma-
trane jednacine.

N
roIN ——
w
3

FEZ) =G s =2 12
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Na intervalu [7, %’T] preslikavanje f je neprekidno i monotono opadajuce, pa

FE 2y - 1 s D= 2412
Dakle, vrijedi
2y = (212 c L3

a |7, T’T] je kompletan. Provjerimo da li je f kontrakcija.

d(f(x), f(y)) = [f(x) = f(y)]
=|sinz+1—siny — 1|
= |sinx — siny|

= |2 sin £5¥ cos ZF¥
= 2|sin || cos x+y|

< 2[2¥]| cos Y

Stoga imamo
d(f(x), f(y)) <2[5* y||cos 7t

<o —y|2
= 2d(z,y),

odakle slijedi da

V2 T 3T

Be=2" €Oy e 5,5

: A(f (@), f()) < qd(,y).

Dakle, f je kontrakcija, pa na osnovu Banachovog stava f ima jedinstvenu
fiksnu tacku, tj.

(Blo € [T 57« flwo) = o
= (3'1’0 € [% %]) : sinzg+ 1 =x
& (oo € [F, ?jf]) : osinxg—x9+1=0

Time je pokazana jedinstvenost rjeSenja posmatrane jednacine. A
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ZADATAK 1.4.6 Posmatrajmo metricki prostor (Cla,b],d), pri éemu
je d uobi¢ajena metrika. Neka je h € Cla,b], i neka je b—a < 1. Dokazati
da tada vrigedi:

a. Preslikavange F : Cla,b] — Cla, b] je kontrakcija, gdje je

Sta je fiksna tacka od F?

b. Nula funkcija je jedini element iz C[0,1] takav da je

S5f(x) = /Ofv sin(x —t) f(t)dt.

Rjesenge:
a. Neka su f, g € Cla, b] proizvoljne funkcije.

d(F(f), F(g)) = sup [F(f)(x) = F(g)(x)]

z€la,b]

— | /f )t — (h(z) + /g<t>dt>|

z€la,b]

= sup | [f(t) g(t)]dt]

z€lab] Ja

< sup/ |f(t) — g(t)|dt

xE[a b

(t)|dt

/|f 9)(1)dt

f=9)(t)|(b—a)

I
\
q

I(
= (b—a)|f(to) — g(to)]
<(b—a) xsel[lapb] |f(z) = g(z)]
= (b—a)d(f,9g)

( (*) podrazumijeva pozivanje na teorem o srednjoj vrijednosti inte-
gralnog rac¢una. ) Dakle,

(B¢ =b—-ac[0,1))(Vf, g €Cla,b]): dF(f),F(g)) < qd(f,g),
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pa je F' zaista kontrakcija.
Odredimo i fiksne tacke preslikavanja F. Po definiciji, preslikavanje f
je fiksna tacka od F' ako vrijedi

F(f)=f & F()) =)
& hx)+ [T f(t)dt = f(x)
& W)+ ) = /()
& fi@)- f2) =)

Rjesavanjem odgovarajuée homogene diferencijalne jednacine dobijamo
da je f(xz) = Ce”, pa je

f(x) = C(x)e”
fl(x) =C"(z)e” + C(x)e”

Pocetna diferencijalna jednacina sada ima oblik

C'(x)e” +/C’( x)e® — C(z)e” = h(x)
C/(ZL') h (x
Cx)=[ h;(f)dm

Dakle, f(z) =¢” [ %dm je fiksna tacka, a kako su zadovoljeni uslovi
Banachovog stava, f je jedina fiksna tacka preslikavanja F.

5f(x) = /Ox sin(z — t) f(t)dt
o fw=1[

sin(x — t) f(t)dt
Definirajmo preslikavanje G' na sljede¢i nacin

U=

0

Glf) () = % / sinx — 1) f(t)dt.
0
Kako je integral neprekidne funkcije neprekidna funkcija, vrijedi G :
C[0,1] — C[0, 1]. Funkcija f rjesenje je date integralne jednacine akko
je f fiksna tacka preslikavanja G. f(z) = 0 je ocigledno rjesenje inte-
gralne jednacine, pa je i fiksna tacka od G. Ukoliko pokazemo da je
G kontrakcija, na osnovu Banachovog stava slijediti ¢e da je f = 0 i
jedina fiksna tacka od G, tj. da je to jedino rjesenje polazne jednacine.
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Posmatrajmo stoga proizvoljne f, g € C[0, 1].

d(G(f),G(g)) = sup |G(f)(x) = G(g)(x)]

z€[a,b]
1 [* . 1 /.
:xsel[lopl}|g/0 sm(x—t)f(t)dt—g/o sin(z — t)g(t)dt|
= sup [5 [ sina = 070 - g(0)ar
z€[0,1]
< sup —/ [sin(z — D1 £() — g8t
z€[0,1]

/ 10— o

%I(f 9)(to)|(1 = 0)
= §|f(to) — g(to)]
<z sup |f(x) —g(x)|

z€(0,1]
= 5d(/,9)
Dakle,
(Ga=: € 0.)).g€C0.1): d(G(),Gl9)) < ad(f. ),

pa je f =0 jedino rjesenje date integralne jednacine.

ZADATAK 1.4.7 Koristeci Banachov stav, pokazati da sistem

&= 56 —36+36—1
fo= —36 — 36+ 18— 2
£ = %51—§52+i§3—2

ima jedinstveno rjesenge.

Rjesenje: Neka je

i) -

—

cnl»—tm||w|»—n
—_
o:|Loo|>—m>||
N NN
v
Il
R
[
[N NS
SN—
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Tada je sa f(z) = Ax + B definirano jedno preslikavanje f : R® — R3
a pocetni sistem jednacina ekvivalentan je matri¢noj jednacini z = f(z).
Dakle, = je rjesenje pocetnog sistema akko je x fiksna tacka preslikavanja f.
Kako je f : R* — R3, i R3 kompletan prostor, na osnovu Banachovog stava
o fiksnoj tacki, da bi f imala jedinstvenu fiksnu tacku dovoljno je pokazati
da je f kontrakcija, tj. da vrijedi

(g € [0,1)(Ve,y € X) o d(f(x), f(y)) < qd(z,y).

U tu svrhu posmatrajmo proizvoljne z,y € R3

&1 m
Xr = 52 y Y= T2
&3 3

d(z,y) = V(& —m)* + (& — 12)* + (& — 15)?

Imamo
by ey [
fl@)=Az+B = 5 3 1 & |+ —2
T 5 1
5 3 1 €3 —2

3
;& — 36+ 361
= _7151+%§2+i§3—2 ;
%51 —1%52 + ifs —2

3 1 1 n
=A B = =t 11 —2
f(y) = Ay + - 2 3 4 12 +
1 —1 1 9
5 3 4 713 -

=t

3~ %772 + %773 —1
= _?771 +1§772 +11773 -2 1,
5T — 372+ 173 — 2
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pa je
d(f(z), f(y))
= (GG -8 +3&—1—gm+gm—yn+1)°
+(5a + 3524‘453—2‘1‘%771— N2 — 103 + 2)°
+(56 — & + 453 — M+ 57— 37+ 2)%:
= {BE& —m)+3(E&—n)+ & —ny))?
+[FH (& —m) + %@r-%%*ﬂ&—ﬁﬁﬂ
. +[5 (& — ) l(52 — 1) + (& —m3)]?)2

(VAN
&
Wl
~—

)
—~
=
~—

)
~—~
=
\_/
&
Iy
—

M)+ (§2 — m2)? + (&3 — m3)?)?
=1y2 4 %)2 (D2 (& —m)? + (&2 —m)? + (& — 1)

DV —m)? + (& —m)® + (& — m)?)
m)* =+ (&2 —m2)?* + (£ — n3)? ]

HEE (0 4 (Rl P + (6 -+ (& )
U+ (0 + QI — )+ (6 - ) + (& — )
= \/<§>2+<i>2+<i>2+<%>2+<é>2+<i>2+< P+ (57 + (1)

V(&G —m)?+ (Lo —m)? + (& —n3)?
= /1l y)

Dakle, preslikavanje f ima jedinstvenu fiksnu tacku, odnosno dati sistem ima
jedinstveno rjesenje. A

ZADATAK 1.4.8 Koriste¢i Banachov stav, naci uslov pod kojim sis-
tem n X n ima jedinstveno rjesenje u R™.

Rjesenje: Neka je dat sistem

a1 + a19T2 + ...+ ATy = bl
211 + 9299 + ...+ AonTy = bg

(121 + Apas + ... + Appt, = by,
Navedeni sistem ekvivalentan je sljede¢em

I = (1 — 0,11)113'1 — A12L2 — ... — ATy + bl
To = —A91T1 + (1 — GQQ)LUQ — .. — ATy + b2

Ty = —Ap1T1 — ApaTs — .. + (1 — apy) Ty + by,
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Neka je sada

T 1— a1 —a12 e —Q1n bl

) —Q21 1— a2 ... —Qaon bg
r = ], A= . , B=

Tn —0n1 —py ... 1 —ap, by,

Tada je sa f(z) = Az + B definirano jedno preslikavanje f : R* — R"
a pocetni sistem jednacina ekvivalentan je matri¢noj jednacini z = f(x).
Dakle, x je rjesenje pocetnog sistema akko je x fiksna tacka preslikavanja f.
Kako je f : R"™ — R", i R" kompletan prostor, na osnovu Banachovog stava
o fiksnoj tacki, da bi f imala jedinstvenu fiksnu tacku dovoljno je pokazati
da je f kontrakcija, tj. da vrijedi

(3q € [0, 1))(Va,y € X) = d(f(x), f(y)) < qd(z,y)

U tu svrhu posmatrajmo proizvoljne x,y € R”

X1 U
X2 Y2
T = . y Y= .
T, Yn

d(z,y) = (@1 —y1)? + (@2 — 12)2 + - + (T — Yn)?

Imamo
1— a1 —Qa12 . —Qa1n T bl
—Qa21 1— a2 ... —Qaon ) bg
flz)=Az+B = : : +
—an1 —Ap2 B App Tn bn
(1 — CLH)SL’l — Q122 — ... — ATy + bl
B —Qa921Xq + (1 — CLQQ)SL’Q — .. — QopnTp + b2
—Ap1T1 — AT — ... + (1 — app) Ty + by
l—an  —app ... —A1n n by
—az  1—axn ... —Q2np Y2 by
fly)=Ay+B = : C Tt
—GQnp1 —Qp2 cee 11— Apn Yn bn
(1 —aun)y — a2y — ... — Gin¥Yn + b1
- —a21Y1 —+ (1 — a22)y2 — ... — Q2pYn + b2
—Ap1Y1 — Qp2Y2 — ... + (]- - ann)yn + bn
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pa je
d(f(x), f(v))
= {1 =an)z —apxs — "'—alnil?n+bl
—(1 = a11)y1 + arzya + -+ + a1yn — 01J?
+—ag1x1 + (1 — age)xy — -+ - — a9y + b2
tagiys — (1 — a)ys + -+ + az2nyn — bo]?
+...
+[_an1I1 — Qp2Ty — * + (]- - ann)zn + bn
+anly1 + An2Y2 +--- = (]- - ann)yn - bn]2}%
= Al =an)(@ —y1) —ara(xa — y2) — - — a1n(Tn — ya)]?
Fan (z1r —y1) + (1 — ag) (22 — y2) — -+ — agn(vn — yn)]?
+...
(o= 30) — (s = 92) — -+ (1= @)z — v}
Holder

< A{WV{I —an)? + (—a12)? + (—a1,)?
\/(931 — )2+ (2 —y2)? + -+ (20— Yn)?)?
+[y/(—a2)? + (1 —an)? + - + (—az,)?
\/(x1 — )2+ (2 — )2+ + (T — yn)??
+...
+[\/(_an1)2 + (_an2)2 +oeeet (1 - ann)2 X
V(@ — )2+ (22 — 12)2 + - + (20 — yn)?]?}2
= {l(l—an)’+aly+ - +al )z —p)* + (22— v2)> + -+ (Tn — Yn)?]
a3, + (1 —axn)?+ -+ a3, )[(z1 — 1) + (@2 — 12)* + -+ (20 — Yn)’]
+...
a2y + a2y + -+ (1= an) [z — 1)? + (@2 — y2)? + -+ + (2 — yn)?]}
= A{(l—an)’+ajy+ - +aj, +a3 + (1 —an)+---+a3,
to i a4 (1= a)?)
{(z1 = )2 + (22 —92)2 + -+ (2 — yn) )3

[NIES

pri cemu je
Cij = 045 — aij,

_J 0, i#y
‘5“—{1, i=j.

gdje je
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Dakle, preslikavanje f je kontrakcija, odnosno pocetni sistem ima jedinstveno
rjeSenje, ukoliko je

odnosno ako vrijedi

ZADATAK 1.4.9 Koristeéi Banachov stav, pokazati da niz (x,)nen
definiran sa:

_ 4x,+2
a. v =1, @y =705 (n € N)

(n € N)

— _ 1
b. 11 =1, Tn+l = Txa,

ima konacnu graniénu vrijednost.

Rjesenge:
a. Posmatrajmo funkciju f : [1,+00) — R definiranu sa

4o + 2

fle) = z+3

f je monotono rastuca i neprekidna, pa

2.4 € [1,+00)

Dakle, f(A) C A, i A je kompletan. Pokazimo i da je f kontrakcija

d(f(2), f(y)) = 1f(z) = f(y)]

— 442 4y+2 |

f([1,+00)) = [f(1), f(+00)) =

z+3
_ |(y+3 (4x+2) (m+3)(4y+2) |
- (z+3)(y+3)
_ |4xy+2y+12:c+6 dry—2x—12y— 6‘
(z+3)(y+3)
| 10x—10y
(z+3)(y+3)
= TG [ Yl
10
7417 =yl

|| I/\

5Ifff—yl
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Dakle,

Gu=2 0 )VayeX): d(f(a), f(9)) < ad(e.y).

pa je f kontrakcija. Zadovoljeni su uslovi Banachovog stava, pa f ima
jedinstvenu fiksnu tacku zy € [1,400). Jednostavno provjeravamo da
su svi clanovi niza (x,)neny u A, pa

d(l‘n,l‘o) = ‘ZL’n — .CL’()|
= |f(zn-1) — f(x0)]
< Sap—1 — o]
= §|f(93n—2) — f(zo)|
S g%‘flﬁn_g - .CL’()|
= (%)2|f(3€n—3) — f(o)]
<.
< (2)" My — @0l
< ()" = 2o
— 0

kad n — oo. Dobili smo da je (x,),en konvergentan i z,, — xy € A kad
n — oo.

b. Posmatrajmo funkciju f : [2

5, 1] — R definiranu sa

1
f@) =
f je monotono opadajuca i neprekidna, pa
1 1 12
fll5 1) =), G =551 € A4

Dakle, f(A) C A, i A je kompletan. Pokazimo i da je f kontrakcija
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pa je f kontrakcija. Zadovoljeni su uslovi Banachovog stava, pa f ima
jedinstvenu fiksnu tacku zy € [%, 1]. Jednostavno provjeravamo da su
svi clanovi niza (z,)neny u A, pa

d(zn, o) = |T, — 20|

| f(zn—1) = f(z0)]

§|xn—1 - 213'0‘

gl f (@n2) — f(z0)|

4%‘3%—2 - .CL’()|

%)2|f(95n—3) — f(o)]

—~~ o

SN .
OO O -

)y — o

)= Ldiam(A)
i

VAN VAN VAN | I VAN | I VAN |

~—~

l

kad n — oo. Dobili smo da je (z,)nen konvergentan i x,, — xy € A kad
n — oo.

1.5 Separabilnost metrickih prostora

Definicija 1.5.1 (SVUDA GUST SKUP) Neka je (X,d) metricki pros-
tor. Skup A C X je svuda gust u X ako je A = X.

Primjedba 1.5.1 Drugacije receno, skup A C X je svuda gust u X, ako se
u svakoj okolini proizvoljne tacke x € X nalazi barem jedna tacka y € A, tj.
ako svaki x € X moZemo dovoljno dobro aproksimirati nekim y € A.

Stoga, pri dokazivanju da je A svuda gust u X, koristimo bilo koji od nave-
denih pristupa.

Intuitivno, ako je A svuda gust skup u X, to znaci da je A ” gotovo jednak”
cijelom skupu X, tj. da su elementi skupa A gusto rasporedjeni po skupu X.

ZADATAK 1.5.1 Skup Q je svuda gust u R.

Rjesenje: Rezultat je poznat iz Matematicke analize I jer je Q = R.
Odnosno, poznato je da se u proizvoljnoj okolini svakog realnog broja nalazi
racionalan broj. A
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ZADATAK 1.5.2 Skup polinoma nad [a,b] je svuda gust u Cla,b].

Rjesenje: Neka je f € Cla, b] proizvoljan. Na osnovu Taylorovog teorema,
jasno je da postoji polinom koji dovoljno dobro aproksimira tu funkciju, tj.

(Ve>0)(Fac A): d(f,a)= sup |f(t) —a(t)] <e

a<t<b

(alt) = > f(kk)!(o)tk, za n dovoljno velik ), a kako je i svaki polinom
neprekidna funkcija, vrijedi A C Cla, b]. Dakle, A je svuda gust u Cla,b]. A

Definicija 1.5.2 (SEPARABILAN PROSTOR) Neka je (X, d) metricki
prostor. X je separabilan prostor ako u njemu postoji najvise prebrojiv svuda
qust skup.

Intuitivno, mozemo shvatiti separabilne metricke prostore kao prostore
koji nisu "ogromni”. Naime, u takvom prostoru postoji prebrojiv skup koji
je "gotovo jednak” cijelom prostoru.

ZADATAK 1.5.3 Sljedeci metricki prostori su separabilni:

a. (R,d)
b. (R*,d,) (neN,1<p<o0)
c. R"dy) (neN)
d. (Cla,b],d)
e. (lp,dy) (1<p<oo)
f (e, d)
9. (o, d)
Dokazati!
Rjesenge:

a. Na osnovu ranijeg primjera, Q je svuda gust u R, a kako je Q prebrojiv,
R je separabilan.
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b. Pokazimo da je Q" svuda gust prebrojiv skup u R™. U tu svrhu pos-
matrajmo proizvoljne x € R", z = (x1, 23, ...,x,), 1 € > 0. Na osnovu
a., Q je svuda gust u R, pa za sve i € 1,n vrijedi

€
B eQ): |zi—aq|l<—
ne

Uoc¢imo li tacku ¢ = (q1, ¢2, .-, ¢n) € Q™, imamo

=

<e€

dp(, q) = (Z |z — al")

Dakle, Q™ je svuda gust u R", a kako je Q" prebrojiv, R™ je separabilan.

c. Ponovno pokazujemo da je Q™ svuda gust prebrojiv skup u R”. Analogno
kao slucaj b., za proizvoljne = € R", x = (21,3, ..., x,), 1 € > 0 imamo

(F3:€Q): |zi—aql<e
Uoc¢imo li tacku ¢ = (q1, ¢2, .., ¢n) € Q™, imamo

doo(£7Q) = 1<Za<>;|xi - qz| <é€

Dakle, Q" je svuda gust u R", a kako je Q" prebrojiv, R™ je separabilan.

d. U prethodnom primjeru pokazali smo da je skup polinoma A svuda
gust u Cla,b]. Medjutim A nije prebrojiv skup, ali uzmemo 1i skup
B polinoma sa racionalnim koeficijentima, jasno je da je B prebrojiv.
Uvjerimo se da je i B svuda gust u Cla, b]. Neka je f € Cla, b] proizvol-
jan. Kao sto je ranije navedeno, na osnovu Taylorovog teorema, jasno
je da postoji polinom koji dovoljno dobro aproksimira tu funkciju, tj.

(Ve > 0)Fac A) . d(f,a) = sup |f(t) —a(t)| < %

a<t<b

(alt)=>7_, f“:!(o) th = 3"r_, axt®, za n dovoljno velik ) Koeficijenti
ar (k€ 0,n) su realni brojevi, pa zbog a. vrijedi

(Vk € 0,n)(Ve > 0)(3Fgr € Q) Jagp — qi] < ma

pri ¢emu je K konstanta tako da [t*| < K (¢t € [a,b],k € 0,n) (
postojanje takve konstante je trivijalno, jer je funkcija t* neprekidna,
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pa je ogranicena ). Uo¢imo li sada polinom b(t) = Y ;_, gxt", imamo

d(f,b) = sup [f(t) —b(t)]

a<t<b
= sup [f(t) — a(t) + alt) - b(1)|
< aig;pb[lf(t) a(t)| + |a(t) — b(1)[]
< as;géblf(t) a(t) +as<1il<)b|a( ) = b(t)]
=d(f,a)+ s<111<)b|2akt —qutk

<—+ sup |Zak_Qk
a<t<b kO

<ty sup2|ak—qkut|

a<t<
<5+ sup K ax —
a<tI<)b Z| b qk|
<5+ K

=c
Dakle, imamo
(Vf €Cla,b))(Ve > 0)(3Fbe B): d(f,b) <e,

tj. B jesvuda gust u Cla, b]. Kako je B prebrojiv, C|a, b] je separabilan.
( Jednostavnije, za skup B mogli smo uzeti skup svih funkcija koje su
linearne na segmentima sa racionalnim brojevima kao granicama tih
segmenata, i u kojima su vrijednosti tih funkcija takodjer racionalne. )

e. Prvobitna ideja koja se namece jeste da za trazeni svuda gust prebrojiv
skup A u [, izaberemo skup svih racionalnih nizova u l,. Medjutim, iako
ovaj skup zaista jeste svuda gust u [,, on nije prebrojiv. Stoga ¢emo
posmatrati skup B C A nizova u [, sa racionalnim ¢lanovima od kojih
je samo kona¢no mnogo razlic¢ito od nule, tj.

B={z=(&)ien €LJAK >0): &=0 Vi>K}

Dokazimo da je B svuda gust u l,. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljne
z = (&)ien € 1y, 1 € > 0. Kako je, na osnovu definicije prostora [,, =
p-sumabilan red, imamo

(FneN): M \@\%%

i=n+1
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Svaki c¢lan &; niza x je realan broj, pa na osnovu a. vrijedi
€

1

(2n)?

(VieN)(Ve>0)(3 € Q) : & —al <

Uoc¢imo tacku b = (b, ba, ..., by, bus1, bpso, ...) = (q1,q2, -+, Gn, 0,0, ...) €
B. Tada je

dp(2,0) = (> I& — bif")»
€N

= l—al+ Y )y
i=1

i=n+1

dp(x,0)P = Z & — al” + Z ||
i—1

= » i=n+1

15 &

< 5 + o5
= Ep’

tj. dy(x,b) <e. Dakle, B je svuda gust u [, a kako je i prebrojiv, [, je

separabilan prostor.

f. Slicno kao u prethodnim razmatranjima, jednostavno zakljucujemo da
je dobro posmatrati sljede¢i skup

A= {a: (ai>i€N EC‘ (Eln EN) a = (q17q27"'7qn7q7q7q7"')}7

pri cemu su ¢,¢; € Q, (¢ € 1,n). Dokazimo da je A svuda gust u ¢. U
tu svrhu posmatrajmo proizvoljne x = (&;);en € ¢, i € > 0. Na osnovu
definicije prostora ¢, x je konvergentan niz, pa vrijedi

(Ve > 0)3ne e N)(Vn e N) 1 n>ng=|&—¢&| < Z
Dalje, kako je ¢ € R, zbog a. imamo da vrijedi
GacQ): le-dl <.
Takodjer, svaki clan &; niza x je realan broj, pa na osnovu a. vrijedi

(VieN@ueQ): la-al<3

Uocimo tacku a = (alv A2, ..y Qg y Ang4+15 Ang+2; Ang+3; ) = ((Jh q2; ---y4n9, 49,4, 4, ) S
A. Tada je

d(xz,a) =sup | — a4,
ieN
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a jasno je da

|§i_ai‘:{ |§ C_I| 0

‘gl—q|, i>n0.

Medjutim, zbog svega izlozenog imamo

VieN): |6 —ql<:

5)
te
& —ql =1&—E§+E§—¢
<& =&+ 1€ =4
<§5+3

29
za sve © > ng. Dakle, imamo da zaista vrijedi
€
d(z,a) =sup|§ —a| < 5 <e,
ieN 2
odnosno A je svuda gust u c¢. Kako je A prebrojiv, ¢ je separabilan

prostor.

g. Posmatrajmo skup A definiran sa
A= {a: (ai)iEN € CO| (ElneN> a = (q17q27"'7qn7070707"'>}7

pri cemu su ¢; € Q, (¢ € 1,n). Dokazimo da je A svuda gust u ¢p. U
tu svrhu posmatrajmo proizvoljne x = (&);en € ¢o, 1 € > 0. Na osnovu
definicije prostora cy, x konvergira ka nuli, pa vrijedi

5

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € N) : nZnoiki—m<2

Svaki ¢lan &; niza x je realan broj, pa na osnovu a. vrijedi
€

(ieM@EreQ: l-al<s

Uocimo tacku a = (ay, ag, ..., Gngy, Gngt1, Gngt2s Gnga3s ) = (G152, -y Gng, 0,0, 0, ...) €
A. Tada je

d(z,a) =sup |& — a;l,
ieN

—ql, i1<n
|€i_ai|:{ ‘gz QZ| 0

a jasno je da

|§Z|, 7> no-
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Medjutim, zbog svega izlozenog imamo
. €
(VZEN)I |€z_QZ| <§,
te c
(Vi € N): i>n0:>\§i|<§.

Dakle, imamo da zaista vrijedi

£
d(xz,a) =sup |§ —a;| < - <,
ieN 2

odnosno A je svuda gust u c. Kako je A prebrojiv, ¢ je separabilan
prostor.

Nesto je teze, ali ponovno i znacajnije dokazati da odredjeni prostori nisu
separabilni.

ZADATAK 1.5.4 Sljedeci metricki prostori nisu separabilni:
a. ly

b. Bla,b]

Rjesenge:
a. Uocimo skup A C [, nizova ¢iji su clanovi iskljucivo brojevi 0 ili 1,tj.
A={z = (&)ien € l|(Vi€eN) 1§ €{0,1}}

Jasno je da vrijedi k(A) = ¢, te

(Ve,y € Az #y): deo(w,y) = Sup & —mil = 1.
Trebamo pokazati da [, nije separabilan, tj. da ne postoji prebrojiv
svuda gust skup u [,. Pretpostavimo stoga da je B neki svuda gust
skup u Iy, te dokazimo da B ne moze biti prebrojiv. B je svuda gust,
pa u proizvoljnoj okolini svakog elementa x € [, mora postojati barem
jedna tacka b € B. Tim prije, u proizvoljnoj okolini svakog elementa
a € A mora postojati barem jedna tacka b € B. Uzmemo li konkretno

€ = %, u svakoj otvorenoj kugli B(a, %), a € A mora postojati barem
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jedan b € B. Medjutim, zbog navedene ¢injenice da za sve medjusobno
razlicite elemente z,y € A vrijedi

doo(xu y) =1,

familija kugli {B(a, $)|a € A} je disjunktna, $to bi onda znacilo da B
mora imati barem onoliko tac¢aka koliko ima ovakvih kugli, tj. k(B) >
k(A) = ¢, tj. B ne moze biti prebrojiv. Dakle, [, nije separabilan.

b. Dokaz je analogan kao pod a. Uoc¢imo kolekciju ogranic¢enih funkcija
koje uzimaju samo vrijednosti 0 i 1, tj.

A={f e Bla,b]|(Vt € [a,b]) :  f(t) €{0,1}}
Jasno je da vrijedi k(A) > ¢, te

(Vg€ A f#g): d(f,g)= sup |[f(t)—g(t)] =1

te(a,b]

Trebamo pokazati da BJa, b] nije separabilan, tj. da ne postoji prebrojiv
svuda gust skup u Bla, b]. Pretpostavimo stoga da je B neki svuda gust
skup u Bla, b], te dokazimo da B ne moze biti prebrojiv. B je svuda
gust, pa u proizvoljnoj okolini svakog elementa f € B[a, b] mora posto-
jati barem jedna tacka b € B. Tim prije, u proizvoljnoj okolini svakog
elementa a € A mora postojati barem jedna tacka b € B. Uzmemo li
konkretno € = %, u svakoj otvorenoj kugli B(a, %), a € A mora posto-
jati barem jedan b € B. Medjutim, zbog navedene ¢injenice da za sve
medjusobno razlicite elemente f,g € A vrijedi

d(f,g) =1,

familija kugli {B(a, 3)|a € A} je disjunktna, sto bi onda znacilo da B
mora imati barem onoliko tac¢aka koliko ima ovakvih kugli, tj. k(B) >
kE(A) > ¢, tj. B ne moze biti prebrojiv. Dakle, Bla, b] nije separabilan.

ZADATAK 1.5.5 Diskretan metricki prostor je separabilan akko je pre-
brojiv.

Rjesenge:
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=) Neka je X separabilan diskretan metricki prostor. Na osnovu definicije
separabilnosti, postoji skup A C X koji je prebrojiv i svuda gust u X.
Dakle, u proizvoljnoj okolini svakog = € X postoji element a € A tako

da vrijedi

d(z,a) < e
Tako, izaberemo li konkretno ¢ = 1, u svakoj kugli B(z,3) postoji
element a € A takav da

d(z,a) < ¢,

pa zbog definicije diskretne metrike mora vrijediti a = x. Dakle, moguce
je da je A svuda gust u X samo ako A = X. Kako je A prebrojiv,
prebrojiv je i X.

<) Neka je X prebrojiv diskretan metricki prostor. Jasno je da je X
separabilan, jer postoji X svuda gust prebrojiv skup u X.

Separabilni prostori su oni u kojima postoji najvise prebrojiv svuda gust
skup. Kao sto se moze vidjeti iz prethodnih zadataka, da bi se uvjerili
da je odredjeni skup A svuda gust u X rijetko to dokazujemo po definiciji
svuda gustog skupa, jer je ¢esto pronalazenje zatvorenja odredjenih skupova
mukotrpan zadatak. Tu smo ¢injenicu do sada uvijek dokazivali oslanjajuci
se na primjedbu koja je uslijedila odmah nakon definicije, gdje je navedeno
da je A C X svuda gust u X akko

Ve>0)Vex e X)(Fye A): d(z,y) <e.

Medjutim, ponekad je mnogo lakse u potpunosti izbjeéi trazenje takvog skupa
A, kao i samo dokazivanje da je izabrani skup A zaista najvise prebrojiv i
svuda gust u X. To nam omogucava sljede¢i teorem.

Teorem 1.5.1 (KARAKTERIZACIJA SEPARABILNIH PROSTORA)
Neka je (X, d) metricki prostor. X je separabilan prostor akko u njemu pos-
togi najvise prebrojiva baza.

ZADATAK 1.5.6 Podprostor separabilnog metrickog prostora je i sam
separabilan.

Rjesenje: Neka je X separabilan metricki prostor, i M C X. Na osnovu
prethodnog teorema, X ima najviSse prebrojivu bazu, neka je to familija
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skupova {B;}icr, ( I najvise prebrojiv skup ). Skupovi B; su, po definiciji
baze, otvoreni u X, pa su na osnovu definicije relativne topologije skupovi
B; N M otvoreni u M. Dokazimo da je familija {B; N M };c; baza prostora
M. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan otvoren skup O C M. Tada je

O=UNM, U jeotvoren u X.
Kako je {B;}ics baza za X, onda
v=JB (Jc,

ieJ
pa je
O=UnNM=(JB)nM=JBnM) (JCI).
ied ieJ
Dakle, zaista je {B; N M };c; familija za M, a kako je I najvise prebrojiv, M
je separabilan (na osnovu prethodnog teorema.)
Medjutim, dokazivanje separabilnosti prostora M preko nalazenja svuda gus-
tog skupa u M (kao $to smo to radili ranije u svim zadacima), bio bi znatno
tezi zadatak. Naime, kako je X separabilan, u njemu postoji najvise prebro-
jiv svuda gust skup A. Prvobitna ideja jeste posmatrati isti skup A kao onaj
koji je najvise prebrojiv svuda gust u M, no to ne mora biti slucaj. Kako
vrijedi
(Ve>0)Ve e X)(Fye A): dx,y) <e,

tim je prije onda zadovoljeno i
Ve >0) (Ve e M)(Fye A): d(z,y) <e,

ali ne mora biti A C M, §to bi dalje znacilo da A nije svuda gust u M (tada
sigurno neée biti A = M.) Stoga bi sljedeéa ideja bila posmatrati skup AN M
kao onaj koji je najvise prebrojiv svuda gust u M, medjutim to takodjer ne
mora biti slu¢aj. Naime, moze se desiti da su cak sve tacke skupa A one koje
nisu u M. Uvjerimo se u to kroz jednostavan primjer: M = I je podprostor
prostora X = R, A = Q jesvuda gust u R, ali ANM =QnNI =0, pal
oc¢ito nije svuda gust u I. Da bi zaista eksplicitno definirali skup B koji ¢e
biti svuda gust u M bilo bi neophodno posmatrati sve tacke iz A koje imaju
neprazne okoline sa M, no takvi detalji nam ovdje nisu od znacaja, pa ¢emo
taj dokaz izostaviti. A

ZADATAK 1.5.7 Ako je (X,d) separabilan metricki prostor, onda je
k(X) < ¢. Dokazati!
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Rjesenje: Neka je X separabilan prostor, i A prebrojiv svuda gust skup
u X. Ako dokazemo da postoji sirjekcija f : B — X, za neki skup B takav
da k(B) < ¢, onda ¢e vrijediti k(X) < k(B) = ¢. Posmatrajmo skup B
svih konvergentnih nizova ¢iji su ¢lanovi u A, te definirajmo preslikavanje
f B — X na sljede¢i nacin

f((xn)neN) = Ty, pricemu je ro granica niza (xn)nEN

Kako je A svuda gust u X, vrijedi A = X, pa je f(B) = X, tj. f je sirjekcija.
Jasno je da je k(B) < ¢ (zasto?), pa je time dokaz zavrsen. ( Tvrdnju smo
mogli dokazati i definiranjem injekcije g : X — C| za neki skup C takav da
k(C) < ¢. Da bi naveli primjer jednog takvog preslikavanja, posmatrajmo
skup D svih otvorenih kugli B(z;, %) gdje su z; € A, i,j € N. Kako ovakvih
kugli ima najvise prebrojivo mnogo, mozemo pisati D = {By, B, ..., B,, ...}
Neka je C' = P(N). Konaé¢no, definirajmo preslikavanje g : X — C sa g(x) =
{n € N|z € B,}. g je ocito injekcija, pa k(X) < k(C) =2% =c. ) A

Prethodni zadatak jos jednom nam potvrdjuje da separabilni prostori nisu
”ogromni”.

1.6 Kompaktnost metrickih prostora
Prvo ¢emo navesti sve definicije i teoreme koje ¢emo koristiti u ovoj sekciji.

Definicija 1.6.1 (KOMPAKTAN PROSTOR) Neka je (X,d) metricki
prostor. X je kompaktan prostor ako se iz svakog njegovog niza moze izdvojiti
konvergentan podniz.

Definicija 1.6.2 (RELATIVNO KOMPAKTAN PROSTOR) Neka je
(X, d) metricki prostor, i M C X. M je relativno kompaktan skup ako se iz
svakog niza u M moZe izdvojiti konvergentan podniz u X. Ako je xo € M,
kazemo da je M kompaktan skup.

Dakle, relativna kompaktnost i zatvorenost ekvivalente su kompaktnosti.

Definicija 1.6.3 (s-MREZA) Neka je (X, d) metricki prostor, N, M C X,
i € > 0 proizvoljan. N je e-mreZa skupa M ako vrijedi

(Vex e M)(Jy e N): d(z,y) <e.

Teorem 1.6.1 Skup N je e-mreza skupa M akko M C U B(x,e).
TEN
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Teorem 1.6.2 Neka je (X, d) metricki prostor, i M C X.

a. M je relativno kompaktan
= (Ve > 0)(IN e-mreza skupa M) : N konacna.

b. X kompletan, (Ve > 0)(3INe-mreza skupa M) : N konacna
= M je relativno kompaktan.

Navedene definicije i teoreme daju nam uvid u intuitivno shvatanje po-
jma kompaktnosti kao neke generalizaciju pojma konacnosti. Tu i lezi mo¢
kompaktnosti: pruza nam konacnu strukturu za beskonacne skupove. U
mnogim problemima gdje kona¢nost u potpunosti olaksava situaciju ( poput
npr. optimizacijskih problema ), isto ¢ini i kompaktnost.

Prvo ¢emo uspostaviti vezu izmedju novouvedenog pojma kompaktnosti
sa onim iz ranijih sekcija. Naprimjer, kako separabilnost intuitivno sh-
vatamo kao generalizaciju prebrojivosti, a kompaktnost kao generalizaciju
konac¢nosti, pretpostavljamo da je kompaktnost uslov jaci od separabilnosti.
Pokazimo to eksplicitno. ( Svi dokazi nalaze se i u skripti ” Uvod u funkcionalnu
analizu (Predavanja 2008/2009)”, no zbog njihove vaznosti navesti ¢emo ih
i ovdje. )

ZADATAK 1.6.1 Svaki kompaktan metricki prostor je:
a. kompletan
b. separabilan

c. zatvoren i ogranicen

Dokazati!

Rjesenje: Neka je X kompaktan metricki prostor.

a. Neka je (z,,)neny Cauchyev niz u X. Zbog kompaktnosti skupa X, postoji
konvergentan podniz (z,, )ren pocetnog niza, tj.

T, — 2o € X (k— o00).

k

Sada imamo
d(xnv LU()) S d(l‘n, xnk) + d(l’nk, IL’(])

Prvi sabirak sa desne strane mozemo uciniti proizvoljno malim jer je
pocetni niz (x,)neny Cauchyev, a drugi jer podniz (z,, )ren konvergira ka
xg. Dakle, pocetni niz (x,,),en konvergira ka zq € X, pa je X kompletan.
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b. Kako je X kompaktan, onda vrijedi

(Ve > 0)(3N. e-mreza skupaa X): N, konacna
= (Vn € N)(3N,, i-mreza skupa z): N, konacna.

Posmatrajmo skup
A=JN.cX
neN
Jasno je da je A najvise prebrojiv skup (kao prebrojiva unija konaénih
skupova). Pokazimo i da je A svuda gust u X. U tu svrhu posmatrajmo
proizvoljne x € X, i ¢ > 0. Tada postoji dovoljno velik n € N takav da
% < €, pa imamo

1
(Jye N, CA): d(zx,y) < —<e.
n
Time je dokaz zavrsen.

c. Da bi pokazali da je X zatvoren, dovoljno je pokazati da za svaki niz
(Zn)nen u X za koji x, — 9 (n — o00), vrijedi g € X. Posma-
tramo li stoga proizvoljan niz (x,)neny u X, x, — 9 (1 — 00), zbog
kompaktnosti skupa X postoji podniz (z,, )ren takav da

Ty, — 11 (k—00), iz, €X.

Medjutim, kako je granica niza jedinstvena, vrijedi x1 = xg, pa xo €
X. Dokazimo ogranic¢enost skupa X. Ako je X = (), ogranic¢enost je
ocigledna, pa posmatrajmo slucaj X # (). Pretpostavimo suprotno,
tj. da X nije ogranicen. Neka je zy € X proizvoljan. Kako X nije
ogranicen, onda X nije sadrzan u kugli B(xg, 1), pa

(Ell’l € X) : T ¢ B(ZIZ’Q, 1),
tj.

(31’1 € X) : d(l’o,l’l) > 1.
Dalje, kako X nije ograni¢en, X nije sadrzan u kugli B(xq, 14+d(zo, x1)),
pa

(E'LUQ c X) : d(flﬁo,l‘g) >1+ d(.flf(], ZL’1>.

Kako imamo 1 + d(zg, z1) < d(zo,22) < d(xo, 1) + d(x1,T2), vrijedi
d(z1,x9) > 1. Ovaj postupak mozemo nastaviti dobijajuéi niz (z,),en
za koji vrijedi

(Vm,n € N):  d(zp, z,) > 1.
Jasno je da se iz ovakvog niza ne moze izdvojiti nijedan konvergentan

podniz, pa X nije kompaktan. Dakle, suprotna pretpostavka ne moze
vaziti, pa je X ogranicen.
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A

U Matematickoj analizi I spominjali smo karakterizaciju kompaktnih skupova
u obliku Heine-Borel-ovog teorema koji kaze da je skup A kompaktan ako i
samo ako je zatvoren i ogranicen. No, pogresno je pretpostaviti da navedeno
vrijedi uvijek! Naime, u Matematickoj analizi I radili smo iskljuc¢ivo u skupu
realnih brojeva R, pa HB teorem vrijedi za skup A C R. Stavise, vrijedi

Teorem 1.6.3 (HEINE-BOREL) Skup A C R™"(n € N) je kompaktan ako
1 samo ako je zatvoren i ogranicen.

Medjutim, svojstvo kompaktnosti nije jednako kombinaciji zatvorenosti i
ogranicenosti. U posljednjem zadatku mogli smo se uvjeriti da kompakt-
nost u proizvoljnom metrickom prostoru povlaci zatvorenost i ogranicenost.
No, obrat ne vrijedi u proizvoljnom metrickom prostoru, u $to se mozemo
uvjeriti i kroz sljedec¢i primjer.

ZADATAK 1.6.2 Dokazati da je skup A zatvoren i ogranicen u (X, d),
ali da nije kompaktan, ako je:

a. X proizvoljan beskonacan skup, d diskretna metrika; A = X
b. X =Q,d(p,g)=lp—ql; A={pecQ: 2<p’<3}

c. X =1(0,1), d Euklidska metrika; A= (0,1)

d. X =1y, d=dy; A={e; =(0,0,...,0,1,0,...)] i€ N}

Rjesenge:

a. Kako je A = K(xg,2), jasno je da je A zatvoren i ograni¢en u X. Zbog
beskonacnosti skupa A = X, u A postoji niz (z,)nen, pri cemu se svi
¢lanovi niza medjusobno razlic¢iti. Tada vrijedi

(Ym,n e N): d(zp, x,) =1,

pa je nemoguce izdvojiti konvergentan podniz ovakvog niza. Dakle, A
nije kompaktan.

b. Metrika definirana na skupu X je metrika indukovana Euklidskom
metrikom na R, pa je po definiciji A zatvoren u X ako se moze napisati
kao A = BN X, pri cemu je B zatvoren u R. Kako je A = [v/2,V3]NX,
i [v/2, /3] zatvoren u R, onda je A zatvoren. Ograni¢enost skupa A je
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oCigledna, jer naprimjer A C B(0,2). Pokazimo da A nije kompaktan.
U tu svrhu posmatrajmo niz (x,)nen definiran sa

r,=1,7
To = 1,73
T3 = 1,732
z, = 1,7320

x5 = 1,73205

tj. niz u A ¢ji je opé ¢élan x, jednak broju v/3 zaokruzenom na n
decimala. Jasno je da se iz ovako definiranog niza ne moze izdvojiti
podniz konvergentan u A, pa A nije kompaktan.

c. Jasno je da je A zatvoren i ogranicen skup. Pokazimo da A nije kom-
paktan. Posmatrajmo sljede¢i niz (x,),eny u A

1
1’1—5

_ 3
1’2—1

_ 5
1'3—6
T, =1— -

Iz ovako definiranog niza sigurno je nemoguce izdvojiti konvergentan
podniz u A, pa A nije kompaktan.

d. Kako svaki konvergentan niz tacaka u A ocigledno konvergira ka tacki
koja je i sama u A, A je zatvoren. Ogranicenost je takodjer ocigledna,
jer naprimjer A C B(0,2). Da bismo se uvjerili da A nije kompaktan,
posmatrajmo niz svih elemenata u A, tj. niz

r, = (1,0,0,...,0,0,0,...)
ze = (0,1,0,...,0,0,0,...)
zs = (0,0,1,...,0,0,0,...)

2, = (0,0,0,...,0,1,0,...)

Kako vrijedi d(x,,, 7,,) = /2 za sve m,n € N, iz datog niza nije moguée
izdvojiti konvergentan podniz. Time je dokaz zavrsen.
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A

Primjedba 1.6.1 Na osnovu prethodnih primjera, mogli smo uociti nekoliko
razli¢itih nacéina kako pokazati da skup A u metrickom prostoru (X, d) nije
kompaktan. Jasno je da je dovoljno uraditi bilo Sta od sljedeceg:

1. Pronadi niz u A iz kojeg se ne moze izvuci konvergentan podniz, Sto
najcesce cinimo na sljedece nacine:

a. PronalaZenjem niza (x,)nen u A éija su bilo koja dva élana na
udaljenosti veéoj od neke konstante, tj. niza za koji vrijedi d(x,,, ) >
const. za sve m,n € N, ili

b. Pronalazenjem niza (xp)nen C A koji je konvergentan u X, ali
takav da mu granica nije u A

Dokazati da X nije kompletan.

Dokazati da X nije separabilan.

SN

Dokazati da X nije zatvoren.
6. Dokazati da X nije ogranicen.

Ipak, najbolje éemo shvatiti pojam kompaktnosti ako posmatramo prostor
koji jeste kompletan, separabilan, zatvoren i ogranicen, ali nije kompaktan, i
takvi su nam zadaci posebno zanimljivi (pokusSajte pronaci takve primjere u
zadacima u samoj zbirci). Tada nam ocito preostaje nekompaktnost posma-
tranog skupa dokazati na prvi navedeni nacin, tj. pronalaZenjem niza iz kojeq
se ne moze izdvojiti konvergentan podniz.

ZADATAK 1.6.3 Svaki ogranicen skup v (R, d,) (n € N1 <p <
o0) je relativno kompaktan.

Rjesenje: Neka je E C R™ ogranicen skup. Dokazimo da je F relativno
kompaktan. Kako je R™ kompletan, dovoljno je pokazati da za sve € > 0
postoji N. konac¢na mreza skupa E. Posmatrajmo stoga proizvoljan ¢ > 0.
Kako je E ogranicen, vrijedi

(El[al,bl] X [a2,b2] X ... X [an,bn] C Rn) . E C [CLl, bl] X [CLQ, bg] X ... X [CLn, bn]

Jedna od ideja koja bi se mogla nametnuti jeste da iz svakog od ovih segme-
nata ”pokupimo” racionalne tacke, i onda posmatramo skup svih tacaka u
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R™ ¢ije su koordinate ti racionalni brojevi, no time bismo dobili prebrojivu
e-mrezu, ali ne konacnu. Stoga ¢emo taj pristup malo promijeniti, dijele¢i
segmente [a;,b;] (i € 1,n) sa konaéno mnogo tacaka podjele:

a =3 <2 <2 < <2l =y,
ali takve da je zadovoljeno

Az, 2Py = gD ) < £ (kel,pi—1)

(3 ) \/ﬁ

To sigurno mozemo uraditi izaberemo li p; € N takav da L “" < \/—, odnosno

da p; > \/_“” ail . Formirajmo sada skup A svih tacaka z € R" ¢&ije su odgo-
varajuce koordlnate navedene tacke podjele, tj. neka

A= {25 aly s s e {12, p)i €T n).

n

Skup A ima pips...p, elemenata, pa je konacan. Neka je x € E proizvoljan,
r = (21,29, ...,x,). Kako je E C [ay, b1] X [ag, bg] X ... X [an, b,], onda

x1 € a1, b1] AN mg € ag,by] ANz, € [an, byl

Na osnovu deﬁnicije skupa A, jasno je da postoji y = (y1,¥a, .. ,yn) =

(xh* ab?, . akn) € A, pri cemu je k; neki element iz {1,2,..,p;} (i €
takav da
€ 3 3

)z =e,

t\.’)\»—t

P+ (—=) 4+ (

Z‘xz yz ((\/* % %

pa je upravo A konac¢na e-mreza skup E. Time je dokaz zavrsen. A

Primjedba 1.6.2 Kako bi prethodni primjer bio jasniji, ponoviti cemo cijeli
dokaz u slucaju n = 2, §to bi, uz grafik, trebalo pruziti dobar vwvid u definiciju
mreZe. Neka je tako E C R? proizvoljan ogranicen skup, i € > 0 takodjer
proizvoljan. Zbog ogranicenosti skupa E., vrijedi

(3[a1, b1] x [ag,ba] CR?) 1 E C [ay,bi] x [az, by).
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x2 B

Podijeliti ¢emo segmente [ay, by] i [ag, by] na sljedeéi nacin

a; = xgl) < x§2) < xf’) <. < x&pl) = by, |x§k+1)—x§k)| <= (kelp —1),

V2

€ _
ay = :cgl) < xéz) < xg?’) <. < x;m) = bo, \xék+1)—xgk)| <— (kelp—1).
V2
To sigurno mozZemo uraditi izaberemo li p1,ps € N takve da p; > M,

Py > @ Formirajmo sada skup A svih tacaka u ravni éije su odgo-

varajuce koordinate navedene tacke podjele, tj. neka
A={V, 28 s e {12, p)s € {1,2,..,p}}

(To su sve oznacene tacke na slici.) Skup A ima pips elemenata, pa je
konac¢an. Neka je v € E proizvoljan, x = (x1,x5). Kako je E C [ay,b] X
[az, ba] onda

X € [al,bl] N X9 € [ag,bg].

Na osnovu definicije skupa A, jasno je da postojiy = (y1,y2) = (xgkl), x§k2)) €

A, pri éemu je k; neki element iz {1,2,....,p;} (i € 1,2) takav da

d(e,y) = VT = il + o =l < w%)? +

)2 =e.

V2
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(y € A je ona od oznacenih tacaka u ravni koja je najbliza x € E.) Stoga je
A konacna e-mreza skup E. Time je dokaz zavrsen.

Napokon imamo potpuniju sliku o odnosu kompaktnosti i kombinacije
zatvorenosti i ogranicenosti. Kao $to je navedeno, ti pojmovi su ekvivalentni
u R"(n € N) (a poslije ¢emo se uvjeriti da su samim time ekvivaletni u svim
kona¢nodimenzionalnim metrickim prostorima ), dok je u opéem slucaju os-
obina kompaktnosti jaca. Sada je jasno da taj odnos ustvari mozemo svesti
na posmatranje odnosa relativne kompaktnosti i ogranicenosti skupa. Rel-
ativna kompaktnost je jaca osobina od ogranic¢enosti skupa, dok su u R" ti
pojmovi ekvivalentni (na osnovu prethodnog zadatka).

Podsjetimo se da smo u jednom od prethodnim zadataka utvrdili da je
svaki kompaktan prostor kompletan, i separabilan. Kako bi u potpunosti
predstavili njihov odnos, napomenimo da obrat ne mora da vrijedi. U to se
mozemo uvjeriti posmatramo li prostor R sa Euklidskom metrikom, koji je i
kompletan i separabilan, ali nije kompaktan.

ZADATAK 1.6.4 Dokazati:
a. Skup tacaka A = {x = (&) : |&| < 5,1 € N} je kompaktan u .

b. Skup tacaka A = {x = (&) |&] < 3,i € N} je kompaktan u l.

c. Skup tacaka A ={z = (&) : |&| < 1,i € N} nije kompaktan u ls.

Rjesenge:

a. Dokazimo prvobitno da je A relativno kompaktan. Kako je I, komple-
tan, dovoljno je pokazati da A ima konacnu e-mrezu za sve ¢ > 0. U
tu svrhu posmatrajmo proizvoljan € > 0. Neka je

1
B ={b € blb= (b1, bz, ... bx,0,0,0,..), [bi] < -},

pri cemu je N € N takav da 2%, < 5. Nama je ustvari, sto ¢e kasnije

=1 £

postati o¢ito, potrebno da vrijedi ( Z (—,)2)% <3 Medjutim, kako
i=N+1

vrijedi

2

1 — gN+! B gVt

— i - i ;1
i:zN;—lq_;q Z;q_l_q l—q 1-¢

1=
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onda -
=1, — 1 (3 11 €\2
- - —-— = = —-—— < (= .
Z (22) Z 41 1—1 34N (2)
i=N+1 i=N+1 4

(Takav broj N € N sigurno postoji, naprimjer N = [22=12<])) Ako

sada posmatramo proizvoljnu tacku z € A, na osnovu definicije skupa
A i navedenog razmatranja, jasno je da postoji b € B takav da

[e'e} B [e'e} B o] 1 ) e
do(z,0) = (Y 1& —0il*)2 = ( D 1&l)2 < () 15177 <5,
i=1 i=N+1 i=N+1

Sto znaci da je skup B §-mreza za skup A. Medjutim, skup B mozemo
smatrati skupom u RY, a kako je B ograni¢en, on je relativno kompak-
tan. Stoga, B ima konacnu $-mrezu za sve € > 0 (neka je to skup C),
koja je onda e-mreza za skup A. Naime,

Y

B je %—mreia zaAs Vxe A)(Tbe B):  dy(x,b) <

TR

C je %-mreia zaB& (VWoe B)(JeeC):  dy(b,c) <

Y

pa stoga imamo
(Vo € A)Ee € C): dafw,0) < dyfw,b) + do(b,c) < 5+ =<

Kako je A ocigledno zatvoren skup, A je kompaktan.

b. Dokaz je analogan kao pod a: Dokazimo prvobitno da je A relativno
kompaktan. Kako je Iy kompletan, dovoljno je pokazati da A ima
konacnu e-mrezu za sve € > 0. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan
e > 0. Neka je

1
B = {b - lg|b = (bl,bg, ...,bN,0,0,0, ), ‘bl| < Z},

e e}

pri cemu je N € N takav da ( Z

i=N+1

[SIE

1
= Uocimo zasto takav

)

< €
5
prirodan broj mora postojati. Poznato je da je red E - konvergentan,
1
i=1
pa vrijedi

=1
i:N—I—lZ
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(U sklopu ranijih kurseva pokazano je da je C' = %2) Takodjer, ocigledno

je
ARy
g - = , pri cemu je f realna rastuca funkcija.
1
i=1
Tada je
S N | 1
> m=l a0,
i=N+1 =1 i=1

pa kako je f rastuca funkcija sigurno mozemo naci dovoljno velik N € N

takav da
=1 €9
D, Z=C-f) <3
i=N+1

odnosno da f(N) > C — 5. Ako sada posmatramo proizvoljnu tacku
x € A, onda je jasno da postoji b € B takav da

= (3l - b= (3 6 < (30 () <5,
i=1 i=N+1 zN-l—lZ

Sto znaci da je skup B §-mreza za skup A. Medjutim, skup B mozemo
smatrati skupom u RY, a kako je B ogranicen, on je relativno kompak-
tan. Stoga, B ima konacnu $-mrezu za sve € > 0, (neka je to skup C'),
koja je onda e-mreza za skup A. Naime,

B je %—mreia za As (Ve e A)(Fbe B):  dyx,b) <

IR

C je %—mreia za B& (Vbe B)(3eeC): dy(b,c) <

pa stoga imamo
(Ve e A)(Fee C):  dy(x,c) < dy(x,b) + da(b,c) < % + % —¢
Kako je A ocigledno zatvoren skup, A je kompaktan.

c. Prije nego sto pristupimo dokazivanju nekompaktnosti skupa A, zapi-
tajmo se zasto ne bi mogli koristiti analogan metod kao pod a. i b. i
dokazati da je A ustvari kompaktan. Pogledamo li dokaz pod a., vrlo
brzo ¢emo uociti da nam je bilo neophodno postojanje prirodnog broja
N € N za kojeg vrijedi

(> )

i=N-+1 i=N+1

oo

15 o\ 1
< iodnosno, ( Z (=))z <

€
) 2

N

),



POGLAVLJE 1. METRICKI PROSTORI 106

A

Sto pratedi analogiju ovdje ne bi mogli posti¢i. Naime, trebali bi pronadi
prirodan broj N za koji vrijedi

1=N+1

Sto je ocito nemoguce. Ustvari, sada mozemo zakljuciti da je dovoljan
uslov za kompaktnost skupa

A={z= (&) & <ti,ieN} Cl

konvergencija reda > - [t;]*.

Predjimo konaé¢no na dokazivanje nekompaktnosti skupa A, za $to ¢emo
koristiti jedan od ranije navedenih ”trikova”: pronadi ¢emo niz (z,)nen
u A cija su svaka dva ¢lana podjednako udaljena, pa sigurno iz takvog
niza ne¢emo moci izvuéi konvergentan podniz. Jedan takav jednostavan
niz je

0,0,..,0,0,0,...)

0,0,..,0,0,0,...)

Zaista, imamo
o m n 1 1
A@m,a) = (Y 16™ = €7 P)E = (124+12)F =2,
i=1

Dakle, A nije kompaktan u /5.

Primjedba 1.6.3 Koristimo li trik kao pod c. u posljednjem zadatku, treba
strogo paziti da d(z,,,x,) zaista jeste konstanta C, a ne neki broj C koji je
"prividno” traZena konstanta, tj. treba paziti da C nije broj takav da C' — 0
kad m,n — oo. Objasnimo ovo detaljno koristeéi se prethodnim zadatkom
kao primjerom! Cesto kada Zelimo pokazati da neki skup X nije kompaktan
na nacin kao §to smo u sluéaju c. pokazali da A nije kompaktan u ly (
pronalazenjem niza ¢ija su svaka dva c¢lana na konstantnoj udaljenosti ),
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posmatramo niz koji ima sljedecéi oblik

T, = (tl + K, to, ...,tn, )
Ty = (tl,tg + K, ...,tn, )

Ty = (tl,tg, ,tn + K, )

Definiranje niza je u takvoj formi jer nam ono omogucava da zaista vrijeds
do(Tm, 7) = (| K> + |K|2)% = KV2 = C za sve m,n € N(m # n)

Iz posljednje tvrdnje dalo bi se zakljuciti da smo pronasli niz ¢ija su svaka
dva ¢lana na konstantnoj udaljenosti, te da A nije kompaktan u ly. Medjutim,
kako niz uvijek moZemo odabrati na prezentirani nacin, dalje bi zakljucili da
niyjedan skup u ls nije kompaktan, sto ocigledno nije tacno uzmemo li u obzir
prethodni zadatak. Gdje je greska?

Neophodno je paziti da li postoje ikakva ogranicenja za navedeni broj K, koja
bi moZda dovela cak do toga da moramo birati upravo K = 0. Kako bi se
u potpunosti uvjerili u kakvu “zamku” moZemo "upasti” ne vodeci racuna o
"konstanti” K, pokuSajmo konkretno dokazati da skup

A={z=(&):16] < 5 ieN)

(za kojeg smo u prethodnom zadatku eksplicitno pokazali da je kompaktan u
ls) nije kompaktan u ly na gore izloZeni nacin. Naime, posmatrajmo niz

1 1 1 1 1 1
$1_(?_K72772_3a ) 9gn—15 9ny gnt1> )
_ (_ 1 - K 1 1 1 1 )
T2 29 92 7937 *+*) gn—15 9n s g+l
(1 1 1 1 1 1
In—(§,2—2,2—3, y gn—17 9n K7 ont1 )

Kako je d(xm,x,) = KV/2 za sve m,n € N, mogli bi zakljuciti da je (,)nen
upravo niz u A iz kojeg ne mozZemo izvucéi konvergentan podniz, pa A nije
kompaktan.

Medjutim, po definiciji skupa A, & = (&)ien je u A ako |&| < & Stoga, da
bi gore navedeni niz (T, )nen zaista bio w A mora da vrijedi

n

1 1
— _K|<=
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Sto je ekvivalentno sa

0< K<

S (Vn € N).
No, takva konstanta ne postoji! Stoga jos jednom napomenimo koliko je vazno
obratiti paznju na svaki uslov zadatka, jer bi inace npr. u posljednjem zadatku
mogli pogresno smatrati da smo konstruisali niz kojem su svake dvije tacke
na konstatnoj udaljenosti, i time doci do zakljucka da skupovi u slucajevima
a. 1 b. nisu kompaktni ( kao i svaki drugi skup u ly, $to je tesko za pov-
jerovati ). Da bi nizovi definirani na ovdje prezentirani nacin zaista bili u
posmatranom skupu, nerijetko bi dobili da mora vrijediti K = 0, pa je taj niz
onda konstantan i iz njega se sigurno moze izvuci konvergentan podniz (sam
taj niz).

ZADATAK 1.6.5 Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor, i A C X.
Ako je A zatvoren skup, tada je A kompaktan. Dokazati!

Rjesengje: Neka je (x,,)nen proizvoljan niz u A. Kako je A C X, niz (z,)nen
jei X, pa zbog kompaktnosti skupa X postoji podniz (z,, )ken poCetnog niza
koji je konvergentan u X. Neka

Ty, — 20 € X (k— 00).
Medjutim, A je po pretpostavci zatvoren, pa zo € A. Dakle, A je zaista
kompaktan. A

1.6.1 Neprekidne funkcije na kompaktnim skupovima

ZADATAK 1.6.6 Neka je (X, d) kompaktan metricki prostor, i neka je
f X — X preslikavangje za koje vrijedi:

(Vz,y € X,x #y): d(f(2), f(y)) <d(z,y).

Dokazati da f ima jedinstvenu fiksnu tacku.

Rjesenje: Pokazimo prvo da f ima najvise jednu fiksnu tacku. Pret-
postavimo suprotno

(Ja,be X,a#0b):  fla)=ai f(b)=0.
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Tada d(a,b) = d(f(a), f(b)) < d(a,b), sto je kontradikcija. Dakle, ako f ima
fiksnu tacku, ona je jedinstvena. Pokazimo sada da f zaista ima fiksnu tacku.
Definirajmo pomo¢nu realnu funkciju g : X — R sa

9(x) = d(z, f(x))
Zelimo pokazati da je ¢ neprekidna funkcija, pa treba utvrditi da vrijedi

(Ve >0)(3 > 0)(Ve,y € X): d(z,y) <d=|g(x)—gly)| <e

l9(x) = g()| = ld(x, f(x)) — d(y, f(y))]

T A y) + d(f (), f())
< d(x,y) + d(x,y)
= 2d(x,y),

pa zaista
(Je > 0)(35 = % > 0)(Va,y € X): d(z,y) < 6= |g(z) — g(y)| < e.

Dakle, g je neprekidna, a kako je g definirana na kompaktnom skupu X, ona
dostize svoj minimum u nekoj tacki a € X. Tvrdimo da je upravo a trazena
fiksna tacka, tj. da vrijedi f(a) = a. Pretpostavimo suprotno, neka f(a) # a.
Imamo

9(f(a)) = d(f(a), f(f(a))) <d(a, f(a)) = g(a),
sto je kontradikcija sa ¢injenicom da g doseze minimum u tacki a. Stoga
zaista vrijedi f(a) = a, tj. a je fiksna tacka preslikavanja f, i to ( zbog prvog
dijela dokaza ) a je jedinstvena fiksna tacka preslikavanja f. A

Primjedba 1.6.4 Kroz sekcije 1.3 1 1.4 mogli smo u nekoliko navrata prim-
jetiti da cinjenica

(Vz,ye X,z #y):  d(f(x), f(y)) <d(z,y)

ne implicira da f : X — X ima fiksnu tacku ukoliko je (X, d) kompletan (
tj. ukoliko u uslovima Banachovog stava o fiksnoj tacki "samo” izostavimo
egzistenciju konstante q ). Ipak, iz posljednjeg zadataka jasno je da navedena
cinjenica povlaci postojanje jedinstvene fiksne tacke za f ukoliko je (X, d)
kompaktan metricki prostor. Ponovno moZemo ustanoviti kako je svojstvo
kompaktnosti prostora mnogo “jace” od svojstva kompletnosti.

Na kraju ovog poglavlja, studentima se preporucuje da posvete posebnu
paznju sljede¢em grafiku koji predstavlja odnos izmedju najvaznijih pojmova
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u ovom poglavlju. Pokusajte sa nekoliko primjera potkrijepiti odnose koji
su ovdje predstavljeni. (Veliki broj najvaznijih primjera nalazi se u samoj
zbirci, kroz zadatke, primjedbe i dodatna objasnjenja.) Pokusajte sami u
sliku ubaciti i zatvorene i ogranicene prostore, uz dodatne primjere kojima
¢ete potvrditi te odnose.

Kompletni prostori

Kompaktni
prostori

Separabilni prostori




Poglavlje 2

Banachovi prostori

Cilj ovog poglavlja jeste razumijevanje pojma iz njegovog samog naslova -
pojma Banachovog prostora. Posebno je vazno uociti algebarsku strukturu
Banachovog prostora, za Sto je potrebno posjetiti se na osnovne pojmove
linearne algebre ( prva sekcija ), te metricku strukturu Banachovog prostora,
za $to nam je potrebno znanje iz I poglavlja, te uvodjenje pojma norme (
druga sekcija ).

2.1 Linearni vektorski prostori

U ovoj sekciji vazno je podsjetiti se na osnovne pojmove iz linearne algebre:
linearni vektorski prostor, vektorski podprostor, linearna kombinacija vek-
tora, (direktna) suma prostora, linearna (ne)zavisnost vektora, algebarska
baza prostora. Ovi pojmovi neophodni su za daljnji rad tokom kursa Realna
analiza, a svi su, kao i osnovne relacije koje zadovoljavaju, navedeni u skripti
?Uvod u funkcionalnu analizu (Predavanja 2008/09)”. Sto se tice zadataka
iz ove oblasti, sami po sebi nam nisu bitni za ovaj kurs, pa ¢emo ih ovdje
izostaviti. Mo¢ linearnih vektorskih prostora lezi u tome sto nam, izmedju
ostalog, omogucava sabiranje vektora i mnozenje vektora skalarom, pa tako
mozemo posmatrati i redove » x; u proizvoljnom vektorskom prostoru.

Navedimo samo ovdje bez dokaza neke znacajnije vektorske prostore.
Inace, trebalo bi samo provjeriti deset osobina iz definicije linearnog vek-
torskog prostora.

111
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ZADATAK 2.1.1 Sljedeci skupovi su linearni vektorski prostori

LP(Q)v =+, ) (1 <p< OO)

Ipak, studentima se za vjezbu preporucuje da dokazu da su neki od nave-
denih prostora zaista linearni vektorski prostori, naprimjer barem za (I,, +, -),

ili (L,(92),4, ).

2.2 Normirani prostori

Konaé¢no, uvedimo i pojam norme, koji ¢e nam, poput metrike, omoguciti
mjerenje udaljenosti svaka dva vektora, ali koja posjeduje i odredjena do-
datna svojstva.

Definicija 2.2.1 (NORMA) Neka je X linearan vektorski prostor nad pol-
jem skalara ®. Za funkciju || - || : X — R kaZemo da je norma na X, ako
zadovoljava sljedece osobine

(N1) (Ve e X): |z[| =0

(N2) ||z]| =0 & 2 =0

(N3) (VA€ @)(Vz € X):  [[Az| = [Al[|z]]
(N4) (Vz,y € X) o lz+y| < =] + [yl

Tada uredjeni par (X, || - ||) nazivamo normiran linearan vektorski prostor.
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ZADATAK 2.2.1 Dokazati da je (X, | - ||) normiran prostor ako je

a. X =R, |[lz| = |z|

b. X =R" |z||, = E]LV% (neN,1<p< o)
c. X =R"||z]e = max |4
d. X = Bla, ], ||z]| = sup |x(?)]
a<t<b
e. X =Cla,b],|z] = max |z (t)]

1

fo X =1y =]l = Z\fcz )r (1<p<oo)

ieN
g. X = ¢, ||z|| = sup |z
ieN
h. X = cy, ||z]| = sup | ;]
i X = L HM—(/W (OPd)s (1< p< o)

Rjesenje: Lako se uvjeravamo da su sva navedena preslikavanja zaista
realne funkcije (kao u prvom poglavlju), te da zadovoljavaju sve osobine
norme (N1)-(N4):

a X =R,z = Js
Na osnovu osobina funkcije apsolutne vrijednosti realnog broja, jasno
je da vrijedi:
N1
N2
N3
N4

VxreR): |z|>0

lz] =0 x=0
(VAeR)Vz e R):  |Az| = |||z
(Ve,y €R) - o +y| < 2| +y

(N1)
(N2)
(N3)
(N4)

n

b X =R, |z, = (3 Jail?)

1=1

LA

(mneN,1<p<o0)
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(N1) Kako je suma nenegativnih vrijednosti nenegativan broj, imamo

1
(Ve eRY): ol = lal?)? >0
(N2) Druga je osobina zadovoljena jer

1
|z =0 <« lez\” )P =

& \xl\ =0 Miel,n)
sr,=0 (Mieln)
Sr=0

1 & 1
) [Az] = Z\mlp )P = ZMI% P)r = (IM”Z\%V’)P = | Alll]l
(N4) Na osnovu neJednakostl Mlnkowskog, zakljucujemo da vrijedi

[z +yll = leﬁyzlp P < le, Zly#’ = =]+ llyll

_ n — .
¢ X =R ||z]loo = max ||

(N1) (Yo € RY): lal) = max o] >0
(N2) Druga je osobina zadovoljena jer

|z =0 < max |z;| =0

& |:)3,| —0 (Vieln)
sr,=0 (Mieln)
S x=0

(N3) [IAz] = max [Azi| = max |Al|z;| = [A] max [z, = |A[|[]

(N4) Konacno, nejednakost trougla je zadovoljena jer

lz+ ol = max |zi +yil
<
< o (J + I3
< max || + max \yl\
1<i<
~ Jlall = iy

d. X = Bla, 0], ||z|| = sup |x(t)]

a<t<b
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(N1) (Vo € Bla,b]) - [lz]| = sup |z(t)] =0

a<t<b

(N2) Druga je osobina zadovoljena jer

[zl =0 <« sup |z(t)] =0

& Tg?fm =0 (Vtelab)
Sat)=0 (Vtelab)
Sr=0

(N3) Jrz]l = sup |Az(t)] = sup |Allz(t)] = [A] sup [z()] = [Al]l]

a<t<b a<t<b

(N4) Konacno, nejednakost trougla je zadovoljena jer

|z +yll = sup |a(t) + y(t)]
a<t<b

< sup (Jz(t)| + |y(t)])

a<t<b
< sup |z(t)] + sup |y(t)
a<t<b a<t<b

] + [ly]

e. X =Cla,bl, [|z]| = max |z(t)]
Potpuno analogno kao pod d.
1
£ X =1,z = |el)> (1<p<oo)
ieN

(N1) Kako je suma nenegativnih vrijednosti nenegativan broj, imamo

1
(Ve el,): [z = |wl)r >0
ieN
(N2) Druga je osobina zadovoljena jer
1
Iz =0 & O lel?)r =0
ieN
& |z =0 (Vi e N)

Sr=0
1 1
) Azl = ZW#’ )r= O Il = (AP falP)r = [ A]|]
ieN ieN ieN

(N4) Na osnovu nejednakosti Minkowskog, zakljucujemo da vrijedi

1
le+yll = O i+ wil?) < O laal)r + (O [wil?)e = [l + Iyl

1€EN 1€N 1€N
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g X =c¢ ||zl = sup [z
1€EN

(N1) (WVxec): |z|| =suplz;| >0
ieN
(N2) Druga je osobina zadovoljena jer

|z]| =0 < suplaz;| =0
ieN
& |zl =0 (Vi eN)
sr,=0 (VieN)
Sax=0
(N3) [[Az| = sup [Az;| = sup [A||z;| = [A[sup [z;| = [A[[|z]|
1€EN €N 1€EN
(N4) Konacno, nejednakost trougla je zadovoljena jer
|z +yll = sup|z; + yil
ieN
< sup(|zi| + |yil)
ieN
< sup |x] + sup [y
iEN ieN

S
= [lzll + vl

h. X = ¢, ||z|| = sup |z;| Potpuno analogno kao pod g.
ieN

i X = Ly(Q), [l2] = (/Q w(t)Pdt)r (1< p <o)

(N1) Integral nenegativne funkcije je nenegativan broj, pa
1
(Vo e Lp(€)) :  lfl = (/Q |(t)[Pdt)? > 0
(N2) Druga je osobina zadovoljena jer

le =0 < ( / 2(t)Pde) =0
ozt =0 (Vieq)

S x(t)=0 (VteQ)
Sr=0

(N3) Az = ( / ()Pt = ( / APlz(t) P = A( / a(t) )
Al
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(N4) Konacno, na osnovu integralnog oblika nejednakosti Minkowskog
jednostavno zakljucujemo da je zadovoljena i nejednakost trougla:

o+l / 2(t) + y(t) )
(J2(8)] + [y(t)|di)*

< /Q 2()Pde)t + ( / y(t) )
= Jlzll + ]

Odmah u uvodnom dijelu navedeno je da je norma jos ”ljepsa” funkcija od
metrike, Sto bi znacilo da je time svaka norma metrika. Pokazimo to eksplic-
itno. Neka je (X, || - ||) normiran linearan vektorski prostor. Posmatrajmo
funkciju d : X x X € R definiranu na sljede¢i nacin

d(z,y) = ||z =yl

Lako provjeravamo da ovako definirana funkcija zadovoljava sve aksiome
(M1) — (M4), pa je d zaista metrika, koju nazivamo metrika inducirana
normom || - ||. Dakle, svaki normiran linearni vektorski prostor je metricki
prostor, a kako je i za ocekivati, obrat ne vrijedi. Zasto? Ukoliko bismo
posmatrali metricki prostor (X, d), jasno je da bi normu pokusali definirati
sa

]} = d(x,0).

Medjutim, zasto to nije uvijek moguée? Kroz prethodni zadatak mogli smo
primjetiti da pomoc¢u veéine metrika koje smo spominjali u u prethodnom
poglavlju moguce je na navedeni nacin definirati preslikavanje koje ¢e zaista
biti norma, no u op¢em slucaju to ne mora vrijediti. Naime, primjetite da
metricki prostor X ne mora biti linearan vektorski prostor, pa se moze desiti
da u X i ne postoji 0, tj. neutralni element za sabiranje. Stavise, ¢ak i ako
X jeste vektorski prostor, i d(x,0) uvijek postoji, i tada se moze desiti da
|z|| = d(z,0) nije norma. Koja je to osobina koju posjeduje norma, a da
metrika ne mora? Mozemo odmah uociti da nece morati vrijediti osobina
(N3). Zaista, ako posmatramo diskretan metricki vektorski prostor (X, d),
imamo

Vre X,z #0) (VA€ A #0) d(Ax,0) =d(z,0) =1,
pa ¢im je A # +1 nece vrijediti
[Azl[ = [Alfl]].
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Dakle, svaki normiran prostor je metricki prostor, ali obrat ne vrijedi.

Metricki prostori

Normirani prostori

Zbog toga, sve Sto vrijedi za metricke prostore, vrijedi i za normirane.
Stoga je sada jasno da u svakom normiranom prostoru mozemo posmatrati
pojmove poput neprekidna funkcija, konvergentan, Cauchyev ili ogranicen
niz, kompletnost, separabilnost ili kompaktnost. Studentima se preporucuje
da za vjezbu definiraju neke od ovih pojmova u normiranom vektorskom
prostoru (X, || - ||). Naprimjer, ako bismo zeljeli definirati neprekidno pres-
likavanje, to bi uradili na sljede¢i nacin:

Definicija 2.2.2 (NEPREKIDNA FUNKCIJA) Neka su (X, | - ||x) ¢
(Y, ||-lly) normirani vektorski prostori. Preslikavange f : X — Y je neprekidno
u tacki xg € X ako vrijedi

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € X):  |lzo —allx < 8 = || f(z0) — f(2)]ly < e.

Preslikavange f je neprekidno na X ako je neprekidno u svakoj tacki x € X.

Ispostavlja se da je veoma vazno i prirodno raditi u kompletnim pros-
torima. Rad u funkcionalnoj analizi na nekompletnim prostorima mozemo
porediti sa radom u matematikoj analizi nad racionalnim brojevima. Stoga
imamo sljede¢u definiciju.

Definicija 2.2.3 (BANACHOV PROSTOR) Kompletan, normiran, lin-
earan vektorski prostor se naziva Banachov prostor.

Bitno je primjetiti i algebarsku i metricku strukturu Banachovih pros-
tora. U algebarskom smislu su oni dakle linearni vektorski prostori, a u
metrickom imaju na jedan specijalan nacin uvedenu strukturu - normirani
su, i kompletni.
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a. X

b. X =

c. X
d. X

e. X

fX

ZADATAK 2.2.2 Dokazati da je (X, || - ||) Banachov prostor ako je

=R, |lz]| = |«]

1

R”, ||z, = Zm » (meN,1<p<o0)

’E

= B, o]l = max |
= Bla,b], ||z| = sup |z(t)|
a<t<b

— Cla, 8] lal) = mas [a(0)

=l llz] = O Jul?)r (1 <p< o)

i€EN

g. X = ¢, ||z|| = sup |z
ieN

h. X = cy, ||z]| = sup |4

Q), || = /\x (OPd)s (1< p < o0)

Rjesenje: Na osnovu prethodnih zadataka, navedeni prostori su normirani
linearni vektorski prostori, a ranije je pokazano i da su kompletni. Time je
dokaz zavrSen. A

b
ZADATAK 2.2.3 (Cla,b],| - ), pri cemu je || f|| = / |f(t)[Pdt nij

Banachov prostor.

Q

Rjesenge:

Veé ranije navedeno je da je (Cla,b],+,-) linearni vektorski

prostor. Taj dio odnosi se isklju¢ivo na algebarsku strukturu prostora u
odnosu na definirane operacije + i -, pa je i ovdje zadovoljen. Na osnovu
prethodnog zadatka mogli bi zakljuciti i da je definirano preslikavanje || - ||
zaista norma. Medjutim, jos u prvom poglavlju ustanovljeno je da ovakav
prostor nije kompletan, pa samim time nije ni Banachov. A
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ZADATAK 2.2.4 Neka je (X,|| -||) normiran linearan vektorski pros-
tor. X je Banachov prostor akko je svaki apsolutno konvergentan red
konvergentan u X, tj. akko konvergencija reda ), \ ||zs|| implicira kon-
vergenciju reda Y ;o ;.

Rjesenge:
=) Neka je X Banachov prostor, i neka je red Z ||z;|| konvergentan. Po
ieN
definiciji konvergentnog reda, niz parcijalnih suma reda Z ||i]| je kon-

1€eN
n

vergentan. Dakle, niz (¢,)nen = (Z ||zi]| Jnen je konveregentan, pa je
i=1
Cauchyev. Stoga vrijedi
(Ve > 0)(Fng e N)(Vm,n e N) 1 m,n >ng=|t, — t.]| <e.

Niz (t;)nen je niz realnih brojeva, a u R uobic¢ajena norma je ustvari
apsolutna vrijednost broja, pa ustvari imamo

(Ve > 0)(Ing € N)(Ym,n € N): m,n >ng = |t,, — t,| <e,

odnosno

(Ve>0)3Eng eN)(Ym,n €N) s mon>ng= | [l =) |lzilll <,
=1 i=1

tj.

(Ve > 0)3ng eN)(Ym,n €N): m,n>mng= > |l <e.

i=n

Kako na osnovu uopcene osobine (N4) vrijedi
m m
1wl <Y il
i=n i=n
jasno je da sada imamo

(Ve > 0)3ng eN)(Ym,n €N) 1 mn>ng= | xi <e.

=n
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Dobili smo da je niz (Z Z; )neny Cauchyev u X, a kako je X kompletan,
i=1
navedeni niz je konvergentan u X. Taj niz je ustvari niz parcijalnih
suma reda in, pa je na osnovu definicije konvergencije reda, red
ieN
Z x; konvergentan.
ieN
Neka konvergencija reda Z ||z;|| implicira konvergenciju reda sz
ieN ieN
Trebamo pokazati da je X Banachov prostor. U tu svrhu posmatrajmo
proizvoljan Cauchyev niz (z,),en u X, i dokazimo da je on konvergen-
tan u X. Kako je (z,)nen Cauchyev u X, imamo

(Ve > 0)(FIng e N)(Vm,n e N) 1 m,n >ng = ||z, — x| <e,

pa vrijedi
1
(VE € N)(3ng e N)(Vm,n e N) 1 m,n>ny= ||z, — x| < o

Na ovaj nacin dobili smo podniz pocetnog niza, (z,, )ken C (Zn)nen,

takav da vrijedi
1

Hx”k - x”k+1|| < 2_k

Stoga imamo

1
Z Hx”k - x”k+1“ < Z ﬁ < 00,

keN keN

tj. red Z |Tn, — Tn,,,|| je konvergentan. Na osnovu pretpostavke

keN
zadatka, sada znamo da je konvergentan i red Z(l’nk — Tpy )yt
keN
vrijedi
Z(xnk - xnkﬂ) =zo€ X
keN
< ]\ll—llnoo ;('xnk - x”k+1) =x0€X
< ]\ll_r)noo[(xnl - ZL’m) + (xnz - xns) oot (an - anH)] =29 € X
& lim (2, — 2py,,) =20 € X.

N—oo
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Dakle, sada imamo

lim x =Ty, — T
Neoo NN4+1 ni 05

a kako je x,, € X kao jedan od ¢lanova pocetnog niza, i zo € X, onda
mora vrijediti i

lim x e X
N—oo N+1 ’

jer je X vektorski prostor. Dobili smo da je niz (z,,,,)ven konvergen-
tan u X, a kako vrijedi

(an+1 )NEN C (znk )kEN (zn)nENa

i (z,)nen je Cauchyev u X, onda je (z,)nen konvergentan u X. Time
smo pokazali kompletnost prostora X, pa je X Banachov prostor.

A

Definicija 2.2.4 (BANACHOV PODPROSTOR) Neka je X Banachov
prostor i neka je Y C X. 'Y je Banachov podprostor od X ako je sam za sebe
Banachov prostor u odnosu na algebarsku © metricku strukturu koju u njemu
inducira odgovarajuca struktura iz X.

ZADATAK 2.2.5 Svaki zatvoren wvektorski podprostor Banachovog
prostora je Banachov podprostor.

Rjesenje: Neka je X Banachov prostor, i Y C X zatvoren vektorski
podprostor od X. Dokazimo da je Y Banachov podprostor od X, tj. da je
Y sam za sebe Banachov prostor. Po pretpostavci zadatka, Y je vektorski
podprostor od X, pa je po definiciji vektorskog podprostora, Y sam za sebe
linearan vektorski podprostor. Jasno je da je Y normiran prostor, sa nor-
mom naslijedjenom iz X. Ostalo je jos pokazati da je Y kompletan. U tu
svrhu posmatrajmo proizvoljan Cauchyev niz (z,),eny C Y. Kako je Y C X|
posmatrani niz je i niz u X, pa je zbog kompletnosti prostora X niz (z,)nen
konvergentan u X. Neka

Ty — 290 €X (n— 00).

Medjutim, zq je time tacka gomilanja skupa Y, a zbog zatvorenosti skupa Y
vrijedi g € Y. Dakle, niz (x,),en je konvergentan u Y, pa je Y kompletan, a
time i Banachov prostor. A



POGLAVLJE 2. BANACHOVI PROSTORI 123

Definicija 2.2.5 (EKVIVALENTNOST NORMI) Neka je X linearan
vektorski prostor nad poljem skalaraq ®, i ||-|[1 ¢ ||-||2 dvije norme definirane
na X. Norme || - ||1 ¢ || - ||2 su ekvivalentne ako vrijedi

(3C1,Cy > 0)(Ve e X) : Chllz|r < ||zll2 < Callzs-

Primjedba 2.2.1 [z same definicije naslucuje se da je ekvivalentnost normi
jedna simetricna relacija. Pokazimo to i eksplicitno.

(3C1,Cy > 0)(Vo € X): Cillzlly < [Jz[la < Col|z|y

(3C1,Co > 0)(Ve € X): Ciflzlly <zl A 2]l < Coflz]lx
(3C,Co>0) (Ve e X): |zl < &zl A Fllzlla <zl
GK =, Ko =5 >0)(Ve e X): Ki|zfls < |lzly < Kozl

Dakle, potpuno je svejedno da li kazemo da su norme ||-||1 i ||-||2 ekvivalentne,
ili da su ekvivalentne norme || - ||z i || - ||1. Stavise, lako se pokazuje da je
navedena relacija jedna relacija ekvivalencije.

ZADATAK 2.2.6 Neka je X linearan vektorski prostor nad poljem
skalara ®, i || - ||y i || - ||o dvije ekvivalentne norme definirane na X.
Tada vrijedi

a. Niz (p)neny C X konvergira ka x € X u (X, | -||1) akko konvergira
w (X, [ - [l2)-

b. Niz (z)nen C X je Cauchyev u (X,| - ||1) akko je Cauchyev u
(X 11 l2)-

c. (X,|l-1h) je kompletan akko je (X, | - ||2) kompletan.

Rjesenje: A

Kona¢nodimenzionalni linearni vektorski prostori zadovoljavaju neke izn-
imno lijepe osobine.

Teorem 2.2.1 Svaka dva konacénodimenzionalna linearna vektorska pros-
tora, iste dimenzije, su 1zomorfni.

Teorem 2.2.2 Svake dvije norme definirane na konacnodimenzionalnom vek-
torskom prostoru su ekvivalentne.
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Posmatramo li sada konac¢nodimenzionalne Banachove prostore, postaje
jasno da ih, ukoliko su oni iste dimenzije, od ovog trenutka mozemo pois-
tovjec¢ivati. Naime, zbog izomorfizma ih mozemo poistovjetiti u algebarskom
smislu, a zbog ekvivalencije normi i u metrickom smislu. Kona¢nodimenzionalni
Banachovi prostori imaju jos mnosto specificnosti, poput naprimjer ekviva-
lencije konvergencije po normi i konvergencije po koordinatama. Kako su
sve te lijepe osobine kona¢nodimenzionalnih prostora, uz dokaze, izlozene u
skripti " Uvod u funkcionalnu analizu (Predavanja 2008/2009)”, ovdje ¢emo
ih izostaviti. U skripti su redovno navedeni i primjeri zasto navedene os-
obine ne moraju vrijediti i u beskonacnodimenzionalnim prostorima, pa se
studentima svakako preporucuje pazljivo prac¢enje predavanja.



Poglavlje 3

Linearni operatori

Nakon izrade zadataka iz ovog poglavlja, studentima bi trebao biti potpuno
jasan pojam operatora, te pojmovi linearan, neprekidan i ograni¢en operator,
kao i nacini ispitivanja ovih osobina datog operatora. Pored toga, jako je
vazno razumjeti definiciju norme operatora i kako se ona racuna, te uopce
rad u prostoru £(X,Y’) svih ogranic¢enih linearnih operatora iz X u Y. U
drugom dijelu uvode se pojmovi inverznog i zatvorenog operatora, kao i neke
zanimljive relacije koje za njih vrijede.

Definicija 3.0.6 (OPERATOR) Neka su X @Y proizvoljni prostori. Op-
erator A: X — Y je proizvoljno preslikavange.

Kao $to smo navikli, sa D4 C X oznacavati ¢emo domen operatora A, pri
¢emu je bitno napomenuti da ¢emo uvijek podrazumijevati da je D 4 linearan
vektorski prostor. Sa R4 C Y oznacavati ¢emo kodomen, odnosno podrucje
slika operatora A. Za x € D4 djelovanje operatora A zapisivati ¢emo sa Ax,
umjesto A(x).

3.1 Ogranicenost i neprekidnost

Definicija 3.1.1 (LINEARAN OPERATOR) Operator A : X — Y je

linearan ako vrijedi

(V1,20 € Da)(Va, B € @)1 Alaxy + fra) = aAxy + BAx,.

Definicija 3.1.2 (OGRANICEN OPERATOR) Neka je A - X — Y

linearan operator. A je ogranicen operator ako vrijedi

OM > 0)(Vz e X): || Az| < M|z

125
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Infimum svih brojeva M za koje vazi navedena relacija je norma operatora
A, u oznaci || A]|.

Teorem 3.1.1 Neka je A : X — Y linearan ogranicen operator. Tada vri-
jeds
Ax
4= sup 2y az) = sup f1aal).

wex\(o} llzll )< Izl =1

Definicija 3.1.3 (NEPREKIDAN OPERATOR) Neka su (X, ]| - ||) i
(Y, || - ||) normirani prostori, 1 A : X — Y linearan operator. A je neprekidan
u tacki xog € Dy ako vrijedi

(Ve >0)(30 >0)(Ve € Da): ||z — 0] <= ||[Ax — Axyl| < e.

Operator A je neprekidan na skupu D 4 ako je neprekidan u svakoj tacki skupa
Dy.

Primjedba 3.1.1 Primjetimo da je linearan operator A : X — Y nepreki-
dan u tacki xg € Da ako za proizvoljan niz (x,)nen C X takav da z, —
ro (n — 00) vrijedi

Az, — Azg  (n — o0).

Linearni operatori zadovoljavaju nekoliko lijepih i iznenadjuju¢ih osobina:

Teorem 3.1.2 Neka je A: X — Y linearan operator. Ako je A neprekidan
u jednoj tacki domena, onda je A neprekidan na citavom domenu.

Teorem 3.1.3 Linearan operator je neprekidan akko je ogranicen.

Skup svih ogranicenih linearnih operatora A : X — Y oznacavati ¢emo
sa L(X,Y). Na L(X,Y) mozemo definirati operacije sabiranja i mnozenja
skalarom na sljede¢i nacin:

(A+ B)x = Ax + Bz
(AM)x = NAx.

Za ovako definiran skup vrijedi:

ZADATAK 3.1.1 Neka je X normiran vektorski prostor, 1Y Banachov
prostor. Dokazati da je L(X,Y) Banachov prostor.

Rjesenje: Dokazimo prvobitno da je £(X,Y) linearan vektorski prostor.
U tu svrhu posmatrajmo prozivoljne A, B,C' € L(X,Y), 1 A\, u € @, te prov-
jerimo svih deset osobina definicije vektorskog prostora.
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1. Provjerimo zatvorenost operacije sabiranja, tj. uvjerimo se da je A +
B € L(X,Y), odnosno da je A+ B ogranicen linearan operator. A+ B
je linearan operator jer su A i B linearni operatori, pa za sve x1, 9 € X
ia,f e d vrijedi

(A+ B)(axy + fBra) = A(axy + fag) + B(axy + fag)
= ozAml + 614(172 + oszl + 6B$2
= a(Axy + Bxy) + B(Azy + Bxs)
= a(A+ B)x, + B(A+ B)zs.

Provjerimo i ogranicenost operatora A + B. Kako su A i B ograniceni

operatori, imamo
[Az]] < Myll]],

[ Bz|| < My||z]],

pa stoga vrijedi

I(A+ B)z|| = ||Az + Bz||
< ||Az[| + || Bz|
< My |jzf| + M|
= (M + Mp)||z|
= M|

Dakle, zaista A+ B € L(X,Y).

2. Asocijativnost sabiranja je ocigledno zadovoljena jer je Y vektorski
prostor, pa je u njemu zadovoljena asocijativnost:

[A+ (B+C)lx =Az+ (B+C)x
= Az + (Bx + Cx)
= (Az + Bz) + Czx
=(A+ B)z+Cx

[(A+ B) + Clx.

3. Y je vektorski prostor, pa u njemu postoji neutralni element za sabi-
ranje Oy. Odaberemo li O : X — Y takav operator koji svaki x € X
slika u Oy, jasno je da O € L(X,Y), i da vrijedi

(VB e L(X,Y)): (O+ B)xr =0z+ Bx =0y + Bx = Bu,

pa je O neutralni element za sabiranje u £(X,Y).
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4. Ponovno, kako je Y vektorski prostor, svaki element y € Y ima svoj
inverzni element za sabiranje —y € Y. Tako svakom operatoru A €
L(X,Y) mozemo definirati njemu inverzni operator —A € L(X,Y),
koji, ako A slika z u y, slika z u —y. Prvobitno utvrdimo da je — A zaista
u L(X,Y). Neka su z1,x2 € X proizvoljni, i neka Azy = y1, Axs = yps.
Dokazimo da je a(—y1)+3(—y2) inverzni element za sabiranje elementu

ayr + Pys
(ayr+By2)+(e(=y1)+8(—p2)) = ay1+(—1))+6(y2+(—y2)) = 0+0 = 0.
Stoga, kako
Alaxy + frg) = aAry + BAzs = ayr + Bys,
onda

—A(ax; + Brz) = a(—y1) + B(—y2) = a(—A)z; + B(—A) 2,

Sto znacdi da je —A linearan operator. Na osnovu ogranic¢enosti opera-

tora A imamo
|Az[| = [Jy|| < M|z]],

pa je

| = Azl = | = yl? = llyl| < M|jz|.
Dakle, —A je i ograniCen operator, pa zaista —A € L(X,Y). Kako
vrijedi

(VAe LIX,)Y))(F-A e LIX,)Y)): (A+(=A))x = Az+(—Ax) = y+(—y) =0,
zadovoljena je egzistencija inverznih elemenata za sabiranje.

5. Komutativnost sabiranja je o¢igledna, jer je Y vektorski prostor pa je
u njemu zadovoljena komutativnost:

(A+ B)x = Ax+ Bx = Bx + Az = (B+ A)x.

6. Provjerimo da li je operacija mnozenja skalarom zatvorena u £(X,Y),
tj. provjerimo da li je AA € L(X,Y). AA je linearan operator jer je
A linearan, i Y vektorski prostor pa u njemu vrijedi distributivnost
mnozenja skalarom u odnosu na sabiranje, te asocijativnost mnozenja
skalarom. Naime:

(M) (axy + fry) = MNA(axy + (o)
= MaAx, + SAz,)
= MaAzy) + A(BAxs)
= a(AAxy) + (A Axs)
= a(AA)z + f(AA)x,.
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Dalje, AA je ograni¢en operator jer:

Az = [AAz]| = [Al[[Az]| < MM flef] = Mll].

7. Asocijativnost mnozenja skalarom je zadovoljena ponovno zbog ¢injenice
da je zadovoljena asocijativnost u prostoru Y :

ApA)|z = Mpd)z = A(pAz) = (Ap) Az = [(Ap) Alz.

8. Egzistencija neutralnog elementa za mnozenje skalarom je trivijalna,
kako je Y vektorski prostor pa znamo da postoji 1 € ¢ tako da za sve
A€ L(X,Y) vrijedi

(1-A)x=1-Azx = Ax.

9. Distributivnost mnozenja skalarom u odnosu na sabiranje je takodjer
trivijalna jer je analogna osobina zadovoljena u prostoru Y:

AM(A+ B)lz = A(A+ B)x = \(Az + Bz) = Mz + \Bu.

10. Konacno, jasno je i da je zadovoljena distributivnost u odnosu na sabi-
ranje skalara jer analogna osobina vrijedi u prostoru Y':

(A + p)Ajlr = (A + p)Az = NAx + pAx.

Na osnovu svega navedenog, zakljuéujemo da je £(X,Y) linearan vektorski
prostor. Provjerimo sada da li je £(X,Y’) normiran, tj. da li je preslikavanje
definirano sa

Il Az]]

zeX\{0} (4l

1A} =

zaista norma. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljne A, B € L(X,Y) 1\ € ®.
Da je ovo preslikavanje zaista realna funkcija jasno je jer su A € L(X,Y), tj.
kako je A ogranicen operator vrijedi

|Az[| < M||x|],
pa je
| Az|| < M.
[Eal

Prvojerimo sada osobine norme (N1)-(N4).
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(N1) Kako su X i Y normirani prostori, onda za sve z € X\{0} vrijedi
|lzl|x > 0,1 ||Az|y > 0, pa kako je ||A| definirana kao supremum

nenegativnih vrijednosti, imamo

[A] = 0.
(N2) Druga osobina je zadovoljena jer vrijedi:

A
Al =0 & sup 1AZ_

=0
rex\{0} (4l

=

lll

Izl — o (v2 € X\{0})

& [[Azlly =0 (Vo € X\{0})
< Ar =0 (Vz e X\{0})

s Ar=0 (VzeX)

= A=0.
A A
N3) Al = sup A2l o DAz
wex\(oy [zl cex\{or |7l
IAIA]-

(N4) Kako su A i B ograniceni operatori, vrijedi
[ Az < [l Allflll,

[Bz|| < [|Bll[|]l,

pa imamo
I(A+ B)z|| = || Az + Bz||y

< || Az|| + || Bx|

JAz] _

Al
rex\{0} HIH

< [lAlll=[] + 1 B][[]]

= (1Al + 1Bl =]l

Na osnovu definicije norme sada zakljuc¢ujemo da vrijedi

A+ Bl < Al + (1B,

tj. zadovoljena je i nejednakost trougla.

Dakle, £(X,Y) je normiran vektorski prostor, pa je preostalo jos da provje-
rimo njegovu kompletnost. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljan Cauchyev
niz (A,)nen € L(X,Y). Na osnovu definicije Cauchyevog niza imamo

|Am — Anll = 0 (m,n — o0).
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Kako je L(X,Y) vektorski prostor, onda je A,, — A,, ograni¢en operator pa
vrijedi
(Vo e X): [[(An — Ap)z|| < [[Am — Aullll2]l,

zbog cega dalje imamo da za sve z € X
|Anx — Apz|| = 0 (m,n — 00).

To ustvari znaci da je za svaki € X niz (A,x)eny Cauchyev u Y, a kako je
Y kompletan, ovi nizovi su i konvergentni u Y. Dakle, imamo

Apx —yeyY (n— o),
tj.
£
5.
Definirajmo sada operator Ap : X — Y koji svakom x € X pridruzuje na
navedeni nacin odgovarajuéi y € Y, tj. koji svakom x € X pridruzuje granicu
niza (A,Z)nen :

(Ve >0)(Fng e N)(VneN): n>ny=[|[Ax—y| <

Apxr = lim A,x.

n—oo

Dokazimo da nas§ pocetni niz (A, ),en konvergira upravo ka Ag. Za sve x € X
imamo

3
1(An = Ao)z]| = [[Anz — Aozl = [|Anz —yll < 5.

Prisjetimo se da, na osnovu jedne od prethodnih teorema, normu operatora
mozemo racunati i na sljede¢i nacin:

[A]l = sup [|Az],

flzf|=1

pa
£
14 = Aof| = sup [|(An — Ap)a] < 5 <e

llzll=1
tj. dobili smo da je Ag zaista granica niza (A, ),en. Konaéno, provjerimo jos
dali Ay € L(X,Y). Da je Ay zaista linearan operator jasno je jer su svi A,
(n € N) linearni, pa imamo

Ao(azy + Bzy) = lim A,(az; + Bz2)

= lim (A, z1 + fA,x2)

= lim A,z; + 0 lim A,z

= OéA()l’l + ﬁAol’g.

Utvrdimo ograni¢enost operatora Ag. Ranije smo zakljucili da || A, — Ao|| < &,
pa je A, — Ap ogranicen operator. Kako je A, ogranic¢en operator, i L(X,Y)
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vektorski prostor, jasno je i da je Ay ogranicen. Dakle, dobili smo da zaista
Ap € L(X,Y), paje L(X,Y) kompletan, pa time i Banachov prostor. A

ZADATAK 3.1.2 Oznacimo sa C'[0,1] prostor neprekidno diferencija-
bilnih funkcija na [0, 1].

a. Ispitati da li su preslikavanja || - |1 4 || - |2 norme na C'[a,b] ako je
_ t
£l = max [£(2)],

— t "(1)].
I7ll2 = mas | £(5)] + max | (1)

b. Dokazati da je sa Df = f' definiran linearan operator sa C'[0,1] u
C[0, 1], te ispitati njegovu neprekidnost u odnosu na date norme.

Rjesenge:

a. Ve¢ smo ranije pokazivali da je preslikavanje || - ||; norma na C[0, 1], pa
su tim prije sve osobine norme zadovoljene i na skupu C'[0,1] C C|0, 1].
Provjerimo da li je || - || norma na C'[0, 1]. Jasno je da je || - ||» realna
funkcija, jer f € C'[0,1], $to znaci da su funkcije f i f’ neprekidne na
segmentu [0, 1], pa dostizu svoju maksimalnu vrijednost. Provjerimo i
osobine norme (N1)-(N4).

(N1) Jasno je da je prva osobina zadovoljena, jer je || f||2 definirana
kao zbir maksimuma nenegativnih vrijednosti, pa sigurno vrijedi

| fll2 > 0.

(N2) Druga osobina je zadovoljena jer

=0 & t "] =0
I£l2 =0 & max |£(2)] + max |F(2)

;ggﬁlf()l ;ggﬁlf( )l

S [fOI=0 A |f(O)=0 (vtel0,1])
S fH)=0 A fH=0 (vtelo1])
s f=0 AN f(t)y=C (Vtelo,1])

< f=0.
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(N3) Treca osobina je trivijalno zadovoljena jer vrijedi

A — M (t M(t
[Af]l2 trél[%l f()\+t€rrl[35\ f(@#)]
_ !
= |Mtem[g>1<] |f(t)] + \A|trg[3>ﬁ Lf'(1)]
_ !
= |M(gg§ |f(t) +f£‘ﬁ’ﬁ Lf(t)])

= (A2

(N4) Konacno, nejednakost trougla vrijedi jer

17+l = max | £(6) +g(6)] + max |(2) + /(1)

te(0,1]
< max (| f(t)] + |g(t)]) + max (| f'()] + 1g'(t)])
te[0,1] t€[0,1]
< t t (t (t
_trg[gf]lf( )l +f§£‘jﬁ lg( )|+f£[3fﬁ|f( )l +f§£‘jﬁ lg'(t)]
— t (t t (t
(max [F()] + max |F(#)]) + (max |g()] + max |g'(t)])
= | fll2+ llgll2-

Dakle, i preslikavanje ||-||2 je norma na C*[0, 1]. Stavise, ovako definirano
preslikavanje je uobi¢ajena norma na C*[0, 1]. Naime, normiran prostor
(C'0,1]|l - ll2) posjeduje mnogo bolja svojstva nego prostor (C'[0, 1], || -
|l1), u sto éemo se moéi uvjeriti ve¢ ispitivanjem neprekidnosti operatora
Df = f'. Analogno, uobicajena norma na prostoru C¥[a, b] je

= )]+ ‘@) +-- -+ ®)(1)).
il tem[%\f()\ ﬁffé'f()‘ tlg[%]\f (t)]

b. Prvobitno provjerimo da li je Df = f’ dobro definisan. Neka je
f € C0,1] proizvoljan. Po definiciji prostora C*[0, 1], funkcija f ima
neprekidan prvi izvod, pa zaista vrijedi

Df = f"eCo,1].

Sada prelazimo na ispitivanje linearnosti operatora D. U tu svrhu pos-
matrajmo proizvoljne f, g € C1[0,1],i a, 8 € ®.

D(af + Bg) = (af + Bg) = af' + B¢’ = aDf + 3Dy,

pa je D zaista linearan, i to u oba prostora (C'[0,1],] - |l1) i (C'[0,1],]| -
||l2), jer ustvari linearnost operatora zavisi samo od algebarske strukture
prostora C'[0,1], tj. operacija + i - koje su u njemu definirane.

Medjutim, operator D nece biti neprekidan u prostoru (C*[0,1], || - ||1),
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dok ¢e biti neprekidan u (C'[0,1],] - ||2). Naime, posmatramo li niz
funkcija (f,)nen C CH0,1] definiran sa
falt) = tn,

Imamo

D = !/ — t’n—l — tn_l —

1D full = 1l = lIn#™ ey = mas {Int™=|| = n.

= 1t = " =1,
Iulls = s = s

pa sigurno ne moze postojati konstanta M > 0 tako da vrijedi
(Vfeco,1]): [[Dfllepy < MIf]s-

Dakle, D nije ogranic¢en operator u (C'[a,b], || - |[1), tj. nije neprekidan.
S druge strane, posmatramo li D kao operator definiran nad prostorom
(61[07 1]7 || ' H2)7 Imamo
1A= 11 llepo.
= t
max |£(2)]

t ‘(t

max £ (t)] + max f(t)

/12

IN

Dakle, vrijedi
(M =1)(Vf €C'0.1]) s D flleroy < MIIf]2,

pa je D ograni¢en, odnosno neprekidan operator u (C'[0, 1], || - |2)-

ZADATAK 3.1.3 Dokazati da je jednacinom

a. y(s) = /0 (1 —st)x(t)dt (x € Ly[0,1))

b. y(s) = /0 (st +sinst)z(t)dt (z € L[0,1])

definiran linearan neprekidan operator sa Lo u Lo.

Rjesenge:
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a. Prvobitno pokazimo da je sa Az = y dobro definisan operator iz Ls |0, 1]
u L»[0,1]. Neka je x € Ls[0, 1] proizvoljan. Na osnovu definicije pros-
tora Ly[0, 1], = je Lebesgue integrabilna funkcija sa drugim stepenom,

tj. vrijedi
1
/ 2(1)]? < .
0

Da bi pokazali da je A dobro definisan, dovoljno je pokazati da je i
y = Az u Ly]0, 1]. Na osnovu ¢injenice da apsolutna vrijednost integrala
funkcije manja ili jednaka od integrala apsolutne vrijednosti funkcije,
a potom i integralnog oblika Holderove nejednakosti, imamo

/|y )|%ds / / (1 — st)x(t)dt|*ds
/ / 11— st]|o(t)|dt)2ds
s/o[(/o 11— st dt%/ 2(t)2dt) 3 ds
g/01[</01 a0 )

= [ |z|*ds
0 1

==l [ ds

= |lz||?

< 00,

sto je upravo ekvivalentno ¢injenici da y € L»[0, 1]. Predjimo na dokazi-
vanje linearnosti operatora A. Posmatrajmo proizvoljne xl, 932 € L»[0,1],
ia,feR. Kako su x1, T2 € Ls[0, 1], postoje integrali y; (s fo (1-—
st)x1(t)dt 1 ya(s fo (1 — st)z(t)dt. Stoga imamo

A(O&S(Il + ﬂl’g) = /01(1 - st)(oz:cl(t) + 6$2(t>)dt
= /1(1 — st)axq (t)dt + /1(1 — st)Bxy(t)dt

0
1
_ a/ (1= stz ()t + 5 [ (1= styraltya
= aAxy + BAx,,

pa je A zaista linearan operator. Da je A neprekidan, odnosno ogranicen
operator, mozemo se uvjeriti iz ve¢ navedene relacije

4l =yl = (| (o)) < (el =l
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jer to znaci da

(3M = 1)(Ve € L0, 1)) : [ A < M][a].

b. Prvobitno pokazimo da je sa Ax = y dobro definisan operator iz Lo[0, 1]
u L»[0,1]. Neka je z € Ls[0, 1] proizvoljan. Na osnovu definicije pros-
tora Ly[0, 1], x je Lebesgue integrabilna funkcija sa drugim stepenom,

tj. vrijedi
1
/ lz(t)]* < o0.
0

Da bi pokazali da je A dobro definisan, dovoljno je pokazati da je i
y = Az u Ly]0, 1]. Na osnovu ¢injenice da apsolutna vrijednost integrala
funkcije manja ili jednaka od integrala apsolutne vrijednosti funkcije,
a potom i integralnog oblika Holderove nejednakosti, imamo

/|y )[*ds / /st+smst z(t)dt|ds
/ / |st + sin st||x(t)|dt)?ds
/ /|st+smst| dt)%(/ol|x(t)|2dt)é]2ds

< / { / (Ist] + |sin st])?de)? |z 2ds

1 1
< [ ool s
01 0
:/ 4|z||*ds
0

1

= 4|
9 0

= 4|

< 00,

sto je upravo ekvivalentno ¢injenici da y € Lo[0, 1]. Predjimo na dokazi-
vanje linearnosti operatora A. Posmatrajmo proizvoljne xl, xg € L2 0, 1],
ia,0 € R Kako su z1, 29 € Ly]0, 1], postoje integrali y; (s fo (st +
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sin st)xq(t)dt 1 yo(s fo (st 4 sin st)x(t)dt. Stoga imamo

Alaxy + fry) = /0 (st + sin st)(awy (t) + Bro(t))dt

= /1(st + sin st)ax (t)dt +/ (st + sin st)Bxy(t)dt

1
= a/ (st + sin st)z(t)dt + ﬂ st + sin st)zo(t)dt
= aAxy + [Ax,,

pa je A zaista linearan operator. Da je A neprekidan, odnosno ogranicen
operator, mozemo se uvjeriti iz ve¢ navedene relacije

1 . 1
[Az|| = [ly]l = (/0 [y(s)l*ds)? < (4]]*)5 = 2]z,
jer to znaci da

(3M = 2)(Vz € Ly[0,1]) : || Az| < M|z].

ZADATAK 3.1.4 Neka je ) .y a; konvergentan numericki red sa poz-
itivnim ¢lanovima, te © = (2;)ien € o0,y = (Yi)ien. Dokazati da je sa
y = Az, pri cemu je

= Z (07 o] (n € N)

1€N

definiran ogranicen linearan operator A : ¢y — co.

Rjesenje: Prvobitno pokazimo da je sa Ax = y dobro definiran operator
iz ¢y u cg. Neka je x € ¢y proizvoljan. Na osnovu definicije prostora co,
xr = (x;);en je niz koji konvergira ka nuli, tj. vrijedi

lim z,, = 0.
Da bi pokazali da je A dobro definisan, dovoljno je pokazati da je iy = Ax
u ¢, tj. da niz y = (y;)ien konvergira ka nuli. Poznato je da je limes zbira
jednak zbiru limesa
lim (a, + b,) = lim a, + lim b,,

n—o0 n—~o0 n—oo
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pa vrijedi
N N
lim Zag) = Z lim a(?.
i=1 i=1

Pustimo li da N — o0, dobijamo

le f:ag) = f: ILm a?,
i=1 i=1

Na osnovu toga imamo

lim y, = lim E Tt
n—oo n—oo
ieN
= E lim (Oéil’n+i)
n—oo

1€EN

= g a; lim 2,
N n—oo

:ZO(ZO

Sto je upravo ekvivalentno ¢injenici da y € cy. Predjimo na dokazivan;e lin-
i . . . )y — (-2,
earnosti operatora A. Posmatrajmo proizvoljne z1 = (x; ' )ien, T2 = (2; )ien €
co, i A, pp € R. Operator A je dobro definiran, pa je svaki red ) . g aiatgk)
konvergentan (n € N, k € {1,2}). Stoga je dozvoljeno razdvajanje suma koje
¢emo uraditi, a kako su u vektorskom prostoru zadovoljene sve potrebne os-

obine asocijativnosti i distributivnosti, imamo

A(Azy + pap) = (Z ai(Ang)m’ + Nf’fg)rz’))neN

1€EN
1 2
= (Z ai}‘xiw)rz’ + Z aiMI;J)ri)neN
1€N 1€N
= (A\Y a4 ) alJnen
1€N €N
1 2
=2 iz nen + p(> @@l e
1€N 1€N
= aAxy + [Ax,,

pa je A zaista linearan operator. Dokazimo ogranicenost. Kako je po pret-
postavci red ).y a; konvergentan, vrijedi

Zai:S<oo.

1€N
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Sada imamo

Azl = llylleo

€N

= sup E az‘xn+l

neN ieN

< sup Z o sup ||
nEN keN

= supZozZHxH

ZEN

=l ) a

ieN
= [l -5

Sto znaci da je A ogranicen operator. A

ZADATAK 3.1.5 Neka sux = (&), € la, y = (1:)52,- Dokazati da je
say = Ax, pri cemu je

1 1 ,
=g Z @&ca (i € No)
k=0

definiran neprekidan linearan operator A : ly — o, te odrediti normu
operatora A.

Rjesenje: Prvobitno pokazimo da je sa Ax = y dobro definiran operator
iz Iy u ly. Neka je x € Iy proizvoljan. Na osnovu definicije prostora Iy, x je
sumabilan red sa drugim stepenom, tj. vrijedi

oo

Z |z;]? < o0.

1=0

Da bi pokazali da je A dobro definisan, dovoljno je pokazati da je i y = Ax

u ly. Kako vrijedi
N N
1> apbel < lardl,
k=0 k=0
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pustimo li da N — oo dobijamo

hm \Zakbk\ < Z |akbk

Kako je apsolutna vrijednost neprekidna funkcija, vrijedi

N N [e'e)
N—oo N—oo

pa je sada jasno da vrijedi

o o
k=0 k=0

Zbog posljednje relacije, te Holderove nejednakosti, imamo

Zw =S Y P
z:O 3 k= 0

=Z |\ngm2

IN
@;
§

< 1_1;[@%?)%(2 )31
=5l

= (Pl

< 00,

Sto je upravo ekvivalentno ¢injenici da y € l5. Predjimo na dokazivanje lin-
carnosti operatora A. Posmatrajmo proizvoljne z; = (£M)%2 2, = (€P)2, €
l, 1o, 0 € R. Kako za i € {1,2} vrijedi

- 1 7 - 1 %
o <Y Ie)
k=0 k=0
= 1 1 = i 1
<Ol 16 ?
k=0
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dozvoljeno je razdvajanje suma, tj. imamo

Alaxy + Bag) = (%Z?)ik( "+ 86732,
k=0

—(123k5 ;Z EE,

=z
3123,{6 +63223k )2,
k=0

[e.e]

1 1 1 2)\ oo
_04(3112? i(g))izo"‘ﬂ(? 3k l(c)>i=0
k=0 k=0

= aAxy + [Axs,

—_

pa je A zaista linearan operator. Da je A neprekidan, odnosno ogranicen
operator, mozemo se uvjeriti iz ve¢ navedene relacije

19

1 1
[Az[ = [lyll = Zlyz > <|( ||$||2]2 = gli=ll,

jer to znaci da
9 9
BM =)z eh): Az < Sl
Na osnovu definicije norme operatora i posljednje relacije mozemo zakljuéiti
da je
9
4l < 2.

Pokazati ¢emo da vrijedi i

9
4] = 5,

¢ime ¢emo dobiti da je norma operatora A upravo jednaka %. Na osnovu
teorema o normi operatora, imamo

Ax A[L’o
Al = sup M7l 5 Azl
rex\{0} || ol

pri ¢emu je o bilo koji element iz X \{0}. Izbor zeljenog xy € X\{0} takvog
da

JAzo]| _

o]l
je obicno jednostavan, i sam se po sebi namece. U ovom primjeru biramo
Zo € [y na sljedeci nacin

2o = (€M) = (5)% € la.
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Neophodno je uvijek prvobitno provjeriti da li je zy element posmatranog
prostora, a ovdje je to sigurno zadovoljeno jer

2\5 2\32 =2

pa je zaista xy € l. Sada imamo

| Azo|| = <Z |n§°’|2>§

B
=2
|
R
8
l\'}\b—‘

I
M8
Al
_m
~—

[SIES

I

| ©

pa imamo

o] N}

9
HAH = sup ||A£L’|| > ||Al’0|| 8

wexvoy lzl = llwoll \/g B

Dakle, norma operatora A iznosi ||Al| = 2. A

ZADATAK 3.1.6 Dokazati da je sa

/ £(0)
b F(F)(t) = t1()

definiran neprekidan linearan operator F' : Cla,b] — Cla, b

e naci nje-
govu, MOTMAL.

Rjesenge:
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a. Kako je integral neprekidne funkcije i sam neprekidna funkcija, F'(f) €
Cla,b], tj. F je dobro definirano preslikavanje. Ispitajmo linearnost.
Neka su fi, fo € Cla,b]ic, [ € <I> proizvoljni. Kako su f; i fs neprekidne
funkcije, postoje integrali [ f1(t)dt i [ fo(t)dt, pa

F(afi + Bf2)(x) :f (afi + Bf2)(t)dt
—af it dt+ﬁf fa(t)
= al'(fi)(z) + BF(f2)(x )

Dakle, F je linearan operator.

IE(HII = max [F(f)(x)]

z€[a,b)

:max|/f )dt|
z€[a,b)

< max/ F(0)|dt
z€la,b] J,

=/|f )at

< [ max |f(t)|dt

o tElab]

b
— max | (¢ >|/a i
— 11— a)

Zakljuéujemo da je F' ogranic¢en operator, te da je ||F|| < b — a. Pos-
matrajmo neprekidnu funkciju fy : [a,b] — R, f(z) = 1. Tada je

[F(fo)l = max [F(fo) ()

:max|/ fo(t)dt|

= max |/ dt|
z€[a,b)

= max |z — af
z€[a,b)

= Ima. r— a
max(z —a)

=b—a,

[foll = max [fo(z)| =
z€[a,b]
pa imamo

1P = sup EDLS PG _b-a

> =b—a.
recanpioy ] /ol 1
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Dobili smo da je ||F|| <b—a,i||F||>b—a, pajelF| =b-a.

b. Ako je f neprekidna funkcija, onda je neprekidna i funkcija tf(t) kao
proizvod neprekidnih funkcija, pa F(f) € Cla,bl, tj. F je dobro defini-
rano preslikavanje. Ispitajmo linearnost. Neka su fi, fo € Cla,b] i
a, f € ® proizvoljni.

Flafi+Bf)t) =tlafi+B8/)(1)
= aF'(fi)(t) + BF(f)(1)

Dakle, F' je linearan operator.

[P = max [P
= max |tf(0)
= max f]1/1)

< max |t| ma
< o ] max | (1)

= max{|al, [b|}| f]|
It] [¢] It]
f } f } f }
a b a b a
t? 12 t?
f } f } f }
a b a b a

Zakljuéujemo da je F ograni¢en operator, te da je ||F|| < max{|al|, |b|}.
Posmatrajmo neprekidnu funkciju fy : [a,b] — R, f(x) = t. Tada je

IE(fo)ll = max [F(fo)()]

tefa,b)

= max |t
a1 o(0)

= max |t?|
z€[a,b]

= max{a?, b*},
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Ioll = mec |fo@)] = m [t = masefal. 1]},

z€[a

pa imamo

EON o IF Sl max{a?, b}

- — max{lal, b]}.

[F]l = sup
max{|al, [b[}

reclapnioy  ILFI Lol

Dobili smo da je ||[F|| < max{|al,|b|}, i ||F| > max{|al,|b|}, pa je
1£]] = max{]al, [b]}.

ZADATAK 3.1.7 Neka je 1 < p < oo. Na prostoru l, posmatrajmo
ogranicene linearne operatore desni-shift i lijevi-shift

D(l’l, T2, T3, ) = (0, T1,T2,T3, ),

L(l’l, To, X3, ) = (ZL’Q, Zs, )

Izracunati norme ovih operatora.

Rjesenje: Vel u zadatku navedeno je da su D i L ograniceni linearni
operatori, pa to ne trebamo ispitivati, i mozemo odmah prije¢i na nalazenje
njihovih normi. Neka je x = (2;);en € [, proizvoljan, i y = Dz.

- 1 - 1 - 1
D) = llyll = O lwil”)> = O _lwl”)> = O Jaal?)» = |||
i=1 i=2 i=1

Dakle, za sve x € [, vrijedi

D
1Dl _ |
[l
pa je
Dz
iD= sup 1270
veip\foy 2]l

Ako je x = (2;)ien € I, 1 y = Lz, imamo

- 1 - 1 - 1
L] = [lyll = O wal)e = O |zil?)r < O |ail?)e = |z,
i=1 i=2 i=1
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pa ||L|| < 1. Posmatrajmo niz zo = (0,1, 3, 55, 55, ...). Kako je

227 939
N O _ gr 4 1P o v (L :n ii: 1_<
;m =0+ 17+ () + () + () + - ;(2p) <
xo je niz sumabilan sa stepenom p, tj. z¢ € [,, te dalje imamo
- (0)py 2 oolpl oolil LRy
1Lzoll = llyoll = O Iy 17)7 = (Z(@) )P = (Z<§) )= 2%)”7
i=1 i=0 i=0
- 0)py1 1 P\ 1 iy 1 >
lzoll = Q_ =" P)r = (Z<§) )P = (Z<§) pr=(—=)"
i=1 i=0 i=0 2P
Stoga je
11
L L (==)7
HLH = sup || ZE'H > || ZIZ'QH _ 1—3p _ = 1’
veifoy 12l ol ()

2P

pa kona¢no mozemo zakljuciti i da je ||[L]| =1. A

3.2 Inverzni operator

Definicija 3.2.1 Neka je A : X — Y linearan operator. Ako za sve y €
R, jednacina y = Ax ima jedinstveno rjesenje x € Dy, kaZemo da postoji
inverzno preslikavanje preslikavanja A. Pisemo x = A™ly.

Dakle, za postojanje inverznog operatora linearnog operatora A : Dy —
R4 dovoljno je da A bude injektivno preslikavanje, tj. da vrijedi

Az =0= 2 = 0.

Teorem 3.2.1 Ako postoji, inverzni operator linearnog operatora je i sam
linearan operator.

Teorem 3.2.2 (BANACHOV TEOREM O INVERZNOM OPERATORYU)
Neka su X 1Y Banachovi prostori, i neka je A : X — Y injektivan ogranicen
linearan operator. Tada je i inverzni operator A=! takodjer ogranicen.

Navedeni teoremi korisni su u zadacima utoliko Sto nam omogucavaju
da odmah zaklju¢imo da, ukoliko postoji inverzni operator A~! ograni¢enog
linearnog operatora XA : X — Y, je i sam A~! ogranicen i linearan, bez
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da to eksplicitno provjeravamo. Pri tome treba paziti da X i Y moraju biti
Banachovi prostori, iz uslova teorema.

ZADATAK 3.2.1 Neka je X podprostor Banachovog prostora C[0, 1] sa
x| = In[guf] |z(t)| koji sadrzi sve funkcije x(t) koje imaju neprekidan prui
telo,

i drugi izvod i x(0) = x(1) = 0. Definisimo operator A : X — C[0,1] sa
Ax =2".
a. Dokazati da je A linearan operator.

b. Neka je y € C[0, 1] proizvoljan i neka je

<i<q1 s € [0,1].

—t(1—s), 0<t<s
S >

Pokazati da je x(s) = fol K(s,t)y(t)dt dobro definisan, tj. da x €
X, ida Az = y.

¢. Pokazati da postoji A~ : C[0,1] — X.
d. Dokazati da je ||A7Y|| < 1 i naéi sva rjesenja jednacine

Ax ==z

Rjesenge:

a. Pokazimo prvobitno da je A : X — Cla,b] dobro definiran operator.
Neka je x € X. Kako po pretpostavci x ima neprekidan drugi izvod,
vrijedi

Az = 2" € Cla,b),
pa je A dobro definiran. Dokazimo linearnost. Neka su zi,29 € X i
a, € R proizvoljni.

Alaxy + Brg) = (axy + Brp)”
— O{:L’l” _|_ /8:[:277
= aAxy + [Axs,

pa je A linearan operator.

b. = je, kao integral neprekidne funkcije, i sam neprekidna funkcija, tj.
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x € C|0, 1]. Kako vrijedi

(s) = Jy K(s.0w(dt

(5) = Jy K(s.tpu(e)dt + [ K (s, tyy(r)d
(5) =

(s) =

X

8

s) =—(1—s) [5 ty(t) t—sf 1—1) ()dt
(s —1) fosty(tdt—sf y(t dt—l—sf ty(t)

jasno je da z(0) = z(1) = 0, te da

X

T\S

(s) = foty Ydt + (s — 1)ty(t) f y(t)dt — sy(t)|!
+ [Tey(t dt+sty()|1
= foty Ydt + (s — 1)sy(s fy t)dt — s[y(1) — y(s)]
+ [ ty(t)dt + sy (1)—8y(5)]
= foty Ydt + s*y(s) — sy(s fy Ydt — sy(1) + sy(s)
+f ty dt+sy(1)—sy()

= foty f y(t dt+f ty(t)
1 2 (s) = ty (Ol — (DI + ty(D)]!
27 () = sy(s) — [y(1) — y(s)] + (1) — sy(s)
e RCECAYORTE

pa su z'i " ocigledno neprekidne funkcije. Dakle, na osnovu definicije
skupa X, imamo z € X, a iz ranije izlozenog uocavamo da vrijedi i
Ax =y.

c. Dovoljan uslov za egzistenciju A~ : C[0, 1] — X jeste da je A injekcija,
odnosno da vrijedi
Ar=0=2=0

Neka je z € X takav da Az = 0. z : [0,1] — R je stoga neprekidna
funkcija, kao i funkcije 2’ i 2”, te vrijedi z(0) = (1) = 0.

Axr =0
S 2" =0
= x’:Cl

= $201t+02,

no zbog x(0) = z(1) = 0, zakljucujemo da je Cy = C; = 0, pa je z = 0.
Dakle, A je injekcija, pa postoji inverzni operator A=1.
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d. Na osnovu svega nawedenog7 Zaliuquemo da postoji A7 i da vri-
jedi A7 (y)(s) = fo t)dt. Pokazimo prvobitno da je
A7 < 1.

A=yl =[]

= max |z(s)]

:max/Kst t)dt|

s€l0,1

gmaX/ K (5, )| [y (£)]dt

s€(0,1

< max/ | K (s,t)| max ly(t)|dt

s€l0,1

= mx [ G il
1
=||y||max[/ (1—s)dt+/ s(1 —t)dt]

€[0,1]

= ||yl m[ax[(l—s / tdt+s/ dt—s/ tdt]
€[0

= [lyll max(1 — 8)—Io + sty —

s€[0,1] 2 |S]
32 1 2
- 1— 1—g)—s(=— 2
= |lyll m[gx][( )= 5 T s(1—s) S(2 5 )l
2 g3 , s 8
= [yl %g§1[5—5+8—8 —5t 3]
S S
= |ly|| rgﬁb 5]
= Zs(1 —
= ||yl max 28( s)
=2yl m%(s —57)

Kako za funkciju f(s) = s — s% vrijedi f’(s) = 1 — 2s, njen maksimum

jo £(3) = £ — (1) = L. Stoga
1 1
Ayl < <yl = =
147 < 2l = 5l
pa je po definicije norme ||[A~!|| < & < 1. Preostalo je da jo§ pronad-
jemo rjesSenja jednacine Ax = x.

Ax ==z
&S =z
S 2 —z=0
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Potrazimo rjesenje navedene diferencijalne jednacine u obliku

r =M

= 2’ =M
= [L’” — )\26)\1&

2 —r=0 < MNeM_eM=)
SAN2-1=0
SA=-1 Vv =1,

pa je opCe rjesenje x = Cie~t + Chel.

ZADATAK 3.2.2 Neka je F € L(C[0,1],C[0,1]) operator definiran sa

- /0 o

Ako je X = {f € C[0,1] - f(0) = 0}, ispitati linearnost i ogranicenost
operatora F~' € L(X,C[0,1]).

Rjesenje: Pokazimo prvobitno da F~! zaista postoji, za §to nam je do-
voljno da pokazemo injektivnost operatora F. Neka je f € C|a, b] proizvoljan.

F(f) =0 @F(f)( )=0 (Ve e[0,1))
@fo t)dt =0 (Vz €[0,1])

= (Jy ) B'=0 (vae 1)

<:>f() f(0) =0 (ve € 0,1])
& f(x) = f(0) (vz €]0,1]),

tj. [ je konstantna funkcija f(x) = C. Medjutim, kako za sve z € [0,1]
vrijedi [; f(t)dt = 0, imamo

1 1 1
0:/ f(t)dt:/ Cdt:C/ dt = C,
0 0 0

pa f = 0, odnosno F' je injektivan operator. Odredimo skup vrijednosti
Ry preslikavanja F' : Cla, b] — Cla,b]. To su sve neprekidne funkcije koje su
integral neke neprekidne funkcije, a kako

/0 "0t = f(x) — £(0),
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svaka neprekidna funkcija f za koju f(0) = 0 je integral funkcije f’, pa
je Rp = X. Dakle, F7! : X — Cla,b] postoji, a kako je jos od ranije
poznato da su diferenciranje i integriranje medjusobno inverzne operacije,
jasno je da jasno je da F~! definiramo sa F7lg = ¢’ ( A moze se jednos-
tavno i direktno provjeriti i da g(z) = [ f(t)dt < f(z) = ¢'(z). ) Na
osnovu prvog teorema u ovoj sekciji, zakljuéujemo i da je F'~! linearan op-
erator, pa to ne trebamo eksplicitno ispitivati. S druge strane, u nekom
od ranijih primjera pokazali smo da F'~! nije ogranicen. ( Primjetite da se
ovdje nismo mogli pozvati na drugi teorem u ovoj sekciji i zakljuciti i da
je F'~! ograniéen, jer prostor X nije Banachov. Da bi to utvrdili, posma-

trajte niz funkcija (f)ney € X definiranih sa f,(x) = /1 — (x —1)?". )

h fa f

3.3 O jos dva principa

U skripti ”Uvod u funkcionalnu analizu (Predavanja 2008/2009)” u ovoj sek-
ciji naveden je jedan vazan rezultat funkcionalne analize, poznat kao Banach-
Steinhausov stav. Teorem je naveden i detaljno dokazan u vidu dva odvo-
jena teorema - principa uniformne ogranicenosti i principa konvergencije, te
se zbog svojih vaznosti i interesantnosti dokaza studenti upucuju na skriptu.
Zadatke ¢emo u ovoj sekciji izostaviti.

3.4 Zatvoreni operator

Na Descartes-ovom proizvodu X x Y Banachovih prostora X i Y uvedimo
unutrasnju operaciju sabiranja i vanjsku operacija mnozenja skalarom na
sljedec¢i nacin:
(z1,91) + (22, y2) = (@1 + Y2, Y1 + Y2),
Az,y) = (Az, Ay),
i normu sa
(@, 9)ll = =l + [yl
Jednostavno se provjerava da je (X x Y, 4+, ) Banachov prostor (preporucuje
se studentima za vjezbu).
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Definicija 3.4.1 (GRAF OPERATORA) Neka je A: X — Y linearan
operator. Skup
Ga={(z,Ax)|]r € Do} C X XY

naziva se graf operatora A.

Definicija 3.4.2 (ZATVOREN OPERATOR) Neka su X i Y Bana-
chovi prostori, i A : X — Y linearan operator. A je zatvoren operator
akko je G4 zatvoren skup u X x Y.

Teorem 3.4.1 (KARAKTERIZACIJA ZATVORENOSTI OPERATORA)
Neka su X 1Y Banachovi prostori, 1 A : X — Y linearan operator. A je
zatvoren operator akko iz

T, — 9 AN Ax, — 1y (n—00) ((Tn)neny C Da)
slijedi xg € Dy 1 Axg = 1.

U ovoj sekciji skripte ” Uvod u funkcionalnu analizu (Predavanja 2009,/2009)”
navedeno je jos nekoliko znacajnih teorema o potrebnim i dovoljnim uslovima
da bi operator dopustao zatvorenje, te vezi neprekidnih i zatvorenih opera-
tora.

ZADATAK 3.4.1 Posmatrajmo normirane prostore X = C'[a,b], Y =

Cla,b], pri ¢emu je u oba prostora norma definirana sa || f|| = sup |f(¢)].
t€la,b]

Definiragmo linearni operator D : C'la,b] — Cla,b] sa Df = f'. Dokazati
da je D zatvoren operator.

Rjesenje: Neka je (z,,)nen niz u X takav da
Ty —x9 AN Az, —yo (n— 00).

Da bi dokazali da je A zatvoren operator, dovoljno je da pokazemo da vrijedi
rg € X 1 Axg — yo. ..., pa je D zaista zatvoren. ( Prisjetite se da ovako
definiran operator nije ogranicen, ali da se to ipak ne suprostavljava teoremu
iz skripte koji tvrdi da zatvoren linearan operator definiran na Banachovom
prostoru mora biti neprekidan. Naime, C'[0,1] sa uvedenom normom nije
Banachov, u $to se mozemo uvjeriti posmatrajuc¢i naprimjer neku funkciju
f & C'[a, b], te niz polinoma koji toj funkciji teze. )A



Poglavlje 4

Linearni funkcionali

Nakon uvodjenja mnostva pojmova neophodnih za funkcionalnu analizu, u
ovom poglavlju napokon su navedeni neki od najznacajnih rezultata ove
oblasti. U prvom dijelu studenti/ce se trebaju upoznati sa pojmom funkcionala,
te znati utvrditi da li su odredjeni funkcionali linearni i ograniceni, i naéi nji-
hovu normu. U drugom dijelu naveden je Hahn-Banachov teorem i njegove
posljedice, pa je neophodno njihovo razumijevanje kako bi se isti mogli prim-
jeniti u zadacima iz ove sekcije. U zavrsnom dijelu poglavlja zbog svoje su
znacajnosti navedeni rezultati koji nam daju informaciju o obliku svih lin-
earnih ogranicenih funkcionala na pojedinim Banachovim prostorima, te je
uveden iznimno zanimljiv pojam slabe konvergencije.

Funkcionali su samo posebna vrsta operatora. Naime:

Definicija 4.0.3 (FUNKCIONAL) Neka je X proizvoljan linearan vek-
torski prostor. Funkcional je proizvoljno preslikavanje f : X — R(C).

Linearni operatori

Linearni funkcionali

153
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Dakle, funkcional je "lijepa” vrsta operatora, koja proizvoljne prostore
uvijek slika u polje skalara, tj. Y = R(C). Stoga, sve §to vrijedi za oper-
atore, vrijedi i za funkcionale. Tako se analogno definiraju pojmovi poput
linearan, ogranicen ili neprekidan funkcional, te norma funkcionala, a vaze i
svi rezultati iz prethodnog poglavlja. Te definicije ¢e sada samo biti nesto
jednostavnije, jer je norma u R(C) uobicajena Euklidska norma, tj. za sve
z € R(C) vrijedi ||z|| = |z|. Tako, ako bismo htjeli naprimjer definirati
ogranicen funkcional imali bismo sljede¢u definiciju

Definicija 4.0.4 (OGRANICEN FUNKCIONAL) Neka je f : X —
R(C) linearan funkcional. f je ogranicen funkcional ako vrijedi

(BM > 0) (Ve € X) = [f(2)] < Mllz].

Infimum svih brojeva M za koje vazi navedena relacija je norma operatora
f, woznaci || f]|-

ZADATAK 4.0.2 Dokazati da su sljedeca preslikavanja linearni
funkcionali:

a. X = R", f(z) = Y axy, gdje je a = (a1,az,...,a,) € R
prozivoljan i fiksiran.

b. X =Cla,b], f(z) = [ x(t)dt
c. X =Cla,b], f(z) =x(to), gdje je to € [a,b] proizvoljan i fiksiran.

d X =1,(1 <p < ), flxr) = &, gdje je k € N proizvoljan i
fiksiran.

Rjesenge:

a. Da je funkcional f zaista dobro definiran, tj. da za sve x € R™ vri-
jedi f(z) € R, jasno je jer je f(x) definiran kao kona¢na suma real-
nih brojeva. Uvjerimo se i u linearnost ovako definiranog funkcionala.
U tu svrhu posmatrajmo proizvoljne xz; = (xgl),xgl),...,xs)),@ =
(:c§2),:c;2), ...,xﬁf)) eR" ia,B€R.

n

flaxy + Bxy) = Z ai(ozxgl) + ﬂx@)

i=1
=« Z a,-:)sz(-l) + 4 Z ai:BZ@)
i=1

= af(;l) + B f(x2)
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pa je f zaista linearan funkcional.

b. Da je funkcional f zaista dobro definiran, tj. da za sve x € Cla, b
vrijedi f(x) € R, jasno je jer je svaka neprekidna funkcija integrabilna.
Uvjerimo se i u linearnost ovako definiranog funkcionala. U tu svrhu
posmatrajmo proizvoljne xq, s € Cla,b], i o, f € R.

Flaw + Br) = / (aa(t) + Bralt))dt
= a/bzvl(t)dt +ﬁ/bzg(t)dt

a

= af(x1) + Bf(z2),
pa je f zaista linearan funkcional.

c. Daje funkcional f zaista dobro definiran, tj. da za sve x € Cla, b] vrijedi
f(x) € R, jasno je jer x realna funkcija. Uvjerimo se i u linearnost
ovako definiranog funkcionala. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljne
x1,22 € Cla,b], i o, € R.

flazy + Bry) = (axy + Bra)(to)
= I (t()) + ﬁl’g(to)
= af(r) + Bf(z2),

pa je f zaista linearan funkcional.

d. Da je funkcional f zaista dobro definiran, tj. da za sve x € [, vrijedi
f(z) € R, jasno je jer x niz realnih brojeva. Uvjerimo se i u linearnost
ovako definiranog funkcionala. U tu svrhu posmatrajmo proizvoljne

L1 = (fi(l))ieN>iB2 = (:EZ@)),EN €ly,ia,feR

flaxy + frg) = 04331(:) + 5%&2) = af(z) + Bf(z2),

pa je f zaista linearan funkcional.
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ZADATAK 4.0.3 Dokazati da je sa
0. f(z) =26~ &+5& (2= (&)ien € 1)
b f(2) =Y iene (2= (&)ien € 1)
c. fl@)=Tien (v=(&)ien € 1)

dobro definiran linearan neprekidan funkcional u ly, te naci njegovu
noTrmau.

Rjesenge:
a. Neka je © = (§)ien € 13 proizvoljan. Na osnovu definicije prostora Iy,

to znaci da

Z Sl < oo

ieN
Da bi dokazali da je f dobro definiran funkcional, treba pokazati da je
iy=f(x) €R, tj. dajey < 0.

lyl = 1[f(z)]
= |26 — &3 + B¢
<26 + | = &l + 565
< 2|61 + (&3] + 5[&5]
< 5(]&| + [&3] + 1651)
< 5Z|fi|

ieN

< 00,

pa je zaista y € R. Kako bi se uvjerili da je f linearan funkcional,
posmatrajmo proizvoljne r; = (fi(l)),-eN, Ty = (552)),-61\1 €l,ia,feR.

flamy + Brs) = 2(ats + Be?) — (ags” + Be?) + 5(ael! + )
= a(2¢(" — &8V + 5elY) + p2el? — e +5¢)
= af(x1) + Bf(x2)

Dakle, f je zaista linearan funkcional. Da je f neprekidan, odnosno
ogranicen, jednostavno zaklju¢ujemo na osnovu ve¢ ustanovljene relacije

@) <5) &l =5z

1€EN
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Na osnovu posljednje relacije i definicije norme funkcionala, takodjer
mozemo zakljuciti da
Il < 5.

Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

)] 1f (o)

zerfoy 1zl [l@oll

IfIF=

za bilo koji zy € [;. Izaberimo x( na sljede¢i nacin
xro =e5=(0,0,0,0,1,0,0,...,0,...).
Kako vrijedi ), |§Z-(O)| =1 < 00, xq je zaista u [y, i imamo

|f(z0)| =12-0—-0+5-1] = [5] =5,
ol = €7 = 1.
1EN
Stoga je
= 5.

|f(930)| _?
[zoll 1

Dakle, dobili smo da vrijedi
Ifll<5 A [fIl=5,

pa je ||f]| = 5.

b. Neka je x = (&;)ien € [3 proizvoljan. Na osnovu definicije prostora Iy,

to znaci da

> &l < 0.

ieN
Da bi dokazali da je f dobro definiran funkcional, treba pokazati da je
iy=f(x) €R, tj. dajey < 0.

y=f@)=Y &<) |Gl <) |4l <.
ieN ieN ieN
Kako bi se uvjerili da je f linearan funkcional, posmatrajmo proizvoljne

Ty = (gi(l))iENMIQ = (é-i@))iEN S ll7 1 Oé,ﬂ c R.

flaz + Brs) =Y (agl + By

ieN
1 2
= azgéi) +ﬁzgéi)
i€N i€N

= af(ry) + Bf(z2)
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Dakle, f je zaista linearan funkcional. Da je f neprekidan, odnosno
ogranicen, jednostavno zaklju¢ujemo na osnovu sljedece relacije

= > &l

1€EN

<> lal

ieN
<l

= [|[].

( Primjetite da je relacija | Y . yai| < > ,.yla;| dokazana u nekom
od ranijih zadataka, pa je ovdje taj dokaz izostavljen, ali ga je inace
neophodno obrazloziti! ) Na osnovu posljednje relacije i definicije
norme funkcionala, takodjer mozemo zakljuciti da

Il < 1.

Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

)] 1f (o)

zetfoy 2l [loll

IfIF=

za bilo koji xg € l;. Izaberemo li xy kao bilo koji element u [y cije su

neparne koordinate nule dobiti ¢emo da je |’|£|(?H)‘ = 1, naprimjer
1 1 1
Ty = (Oa 57 07 ?7 Oa ?7 Oa ) )
Kako vrijedi ), |§Z-(O)| =Y vzl = 1_% =2 < 00, xg je zaista u [y,
1 imamo
Flao)l =1 &5 IZIZ | =2,
i€EN 1€EN
lzoll = 1€ I—ZI | =2
1€N 1€EN
Stoga je
|f (o) _ 2 -1
lzoll 2

Dakle, dobili smo da vrijedi
A<t A flfll =1,

pa je | f] = 1.
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c. Neka je x = (&)ien € [1 proizvoljan. Na osnovu definicije prostora [y,

to znaci da

> &l < 0.

ieN
Da bi dokazali da je f dobro definiran funkcional, treba pokazati da je
iy=f(zr) €R,tj. dajey < 0.

=@ = <Y <Y lel < o

ieN 1€eN 1€N

Kako bi se uvjerili da je f linearan funkcional, posmatrajmo proizvoljne
1 2 .
v = (6 )iew 22 = (§)ien €l i a, B ER.

8 e
flaz + Bry) = (=48

7 7

¢® @
:az : +8) ;

€N €N

= af(ry) + Bf(z2)

Dakle, f je zaista linearan funkcional. Da je f neprekidan, odnosno
ogranicen, jednostavno zaklju¢ujemo na osnovu sljedece relacije

@l =1

1€EN

§Z|%|

ieN
< Z |&:i]

= []-

)

( Primjetite da je relacija | Y .. yai| < > ,cylai| dokazana u nekom
od ranijih zadataka, pa je ovdje taj dokaz izostavljen, ali ga je inace
neophodno obrazloziti! ) Na osnovu posljednje relacije i definicije
norme funkcionala, takodjer mozemo zakljuciti da

Il <1
Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

Ifl = sup &S /@)l

zeinioy 2l ol
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za bilo koji xg € ly. Izaberemo li zo = (1,0,0,0,...), jasno je da je
To € Iy jer Y .oy |§Z-(O)| =1 < c0. Dalje imamo

&
flao) =13 =

1€EN

ol = €7 = 1.

1€EN

1
=7 F0+0+ . =1,

Stoga je

Dakle, dobili smo da vrijedi
A< A flfll =1,
pa je || f]| = 1.

ZADATAK 4.0.4 Neka je 0 < < 1, i preslikavange f definirano sa

=) 56 (2= (&)ien € o)

ieN

Dokazati da je f ogranicen linearan funkcional na ly, i izracunati || f]|.

Rjesenje: Neka je © = (&)ien € lo proizvoljan. Na osnovu definicije
prostora [, to znaci da je niz x ogranicen, tj. da vrijedi

sup |&;] < 0.

ieN
Da bi dokazali da je f dobro definiran funkcional, treba pokazati da je i
y= f(z) € R, tj. dajey < oo.

=) dG<swplel) o=

ieN ieN ieN

SUP\&\ < 0.

Kako bi se uvjerili da je f linearan funkcional, posmatrajmo proizvoljne
1 2 .
T = (51( ))iENalQ = (gz( ))ZEN € loo> 1 Oé,/@ e R.

flam + Bra) =Y 5 (gl + B¢?)

€N
€N ieEN

= af(z1) + Bf(z2)
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Dakle, f je zaista linearan funkcional. Da je f neprekidan, odnosno ogranicen,
jednostavno zaklju¢ujemo na osnovu sljedece relacije

f(@)] =) 5l
ieN

< Z |6°€;]
ieN

<suplg|y o
1€EN

1€EN

_ 1
= [zl =-

( Primjetite da je relacija | Y, yai| < >,y la;| dokazana u nekom od rani-
jih zadataka, pa je ovdje taj dokaz izostavljen, ali ga je inace neophodno
obrazloziti! ) Na osnovu posljednje relacije i definicije norme funkcionala,
takodjer mozemo zakljuciti da

1
< —.
17 < 17—

Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

Ifll= sup @IS 1)l

st oy 12T ol

za bilo koji xg € lo. Izaberemo li xy = (1,1,1,1,...), jasno je da je xg € I

jer sup |§Z-(O)| =1 < co. Dalje imamo
ieN

o)l = 130060 = 136 = —,

1N 1€EN
|zo]| = sup [€] = 1.
€N

Stoga je

paje |lfl = . A
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ZADATAK 4.0.5 Neka je X = {z = (&)ien © Yien G| < 00}, i na

njemu definirana norma ||x|| = sup,ey |&i|. Dokazati da je sa

fl@) =& (v=(&)ien € X)

1€eN

definiran lineran funkcional na X, ali da f nije ogranicen.

Rjesenje: Primjetimo prvobitno da je skup X ustvari definiran kao [y.
Medjutim, na X ne posmtramo uobi¢ajenu normu za [y, ve¢ supremum
normu, pa stoga i posebno uvodjenje prostora X. Ako bismo posmatrali
l1, jednostavno se utvrdjuje da je navedeni funkcional ogranicen, Sto nam
potvrdjuje da zaista ima smisla na [; kao uobic¢ajenu normu uzimati || - ||;.
Predjimo sada na dokazivanje dobre definiranosti funkcionala f. Neka je
r = (&)ien € X proizvoljan. Na osnovu definicije prostora X, to znaci

da vrijedi

Z & < oo

ieN
Da bi dokazali da je f dobro definiran funkcional, treba pokazati da je i
y= f(z) € R, tj. dajey < oo.

y=Ffle)=> &< |6 <.
1€EN i€EN

Kako bi se uvjerili da je f linearan funkcional, posmatrajmo proizvoljne
1 2 )
21 = (6 )ien, 22 = (€ )ien € X, i @, B € R.

flam + Br2) =Y (agl” + B¢

1€EN

=a) &V +p> &”

1€EN 1€EN

= af(r1) + Bf(z2)

Dakle, f je zaista linearan funkcional. Jasno je da f nije ogranicen, jer nema
razloga zasto bi uvijek vrijedilo

£@) =16l < sup s

1€EN

U to se uvjeravamo posmatrajuéi npr. niz (z,),eny U X, pri ¢emu je opéi ¢lan
niza element u X koji na prvih n mjesta ima jedinice, a na svim ostalim nule,
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tj.

zp=(1,1,1,...,1,1,0,...)

Prvobitno je neophodno %Jr)ovjeriti da je navedeni niz zaista u X, tj. da za
n

sve n € N vrijedi z,, = (§;")ien € X. To je zadovoljeno jer

Z@(") =n < 00.

1€EN

Dalje imamo

@)= 1> & = In| = n,

ieN
o]} = sup €] = 1.
ieN
pa sigurno ne vrijedi

(BM > 0)(Ve € X) - [f(2)] < Mllz],

tj. f nije ogranicen. A

ZADATAK 4.0.6 Dokazati da je f, definiran sa
f(l’) =T — T2 (ZL': (1’1,1’2) €R2)>

linearan neprekidan funkcional na R%. Odrediti normu funkcionala f ako
je norma definirana na R?

a- |-l
bl - [l2
¢ |-l

Rjesenge: Jasno je da je f dobro definiran jer ustvari f(z) predstavlja raz-
liku dva realna broja, pa je i sam realan. Dokazimo da je f lineran funkcional
(linearnost funkcionala zavisi od aglebarske strukture Banachovog prostora,
a ne metricke, kao sto je to ve¢ nekoliko puta naglaseno, pa linearnost ne
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zavisi od norme na prostoru). Posmatrajmo proizvoljne x = (z1,22),y =

(y1,72) €R? i, B €R.

flax + By) = (ax1 + Byr) — (ws + Byo)
= a(r; — x2) + B(y1 — ¥2)
= af(r1) + Bf(z2)

Dakle, f je zaista linearan funkcional. Dokazimo ogranic¢enost, te izrac¢unajmo
normu funkcionala. Neka je x = (x1,75) € R%

a. Kako je ||z]|1 = |z1| + |22/, imamo

[f(x)| = ]x1 — 22|
< | + ||
= ||z

Dakle, f je ogranicen, odnosno neprekidan operator, a na osnovu defini-
cije norme funkcionala mozemo zakljuciti i da

IfIl < 1.
Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

Ifll = sup LIS @)

cer2\(0} 1Zll1 T |7l

za bilo koji xg € R2. Izaberemo li 7y = (1,0), jasno je da je 2y € R?, te

da
|f(z0)] = [2i” — 28| =1 - 0] =1,
ol = 28] + 28] = [1] +]0] = 1.
Stoga je
|f (o) _ 1 -1
|zolli 1

Dakle, dobili smo da vrijedi
Ifl<t A ffll=1,

pa je [|f]| = 1.
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b. Kako je ||z|lz = /2% + 23, te na osnovu nejednakosti izmedju arit-
meticke i kvadratne brojne sredine, imamo

|f(@)] = |z — 22|
< @] + |22
— 9lzaltlza|
2

< 2 m%—l—m%
— 2

% 3 + a3
=V2||z|l2.

Dakle, f je ograni¢en, odnosno neprekidan operator, a na osnovu defini-
cije norme funkcionala mozemo zakljuciti i da

171 < V2.

Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

@) 1)

zer\(0} [Tl — lzoll2

IfIF=

za bilo koji zg € R?. Izaberemo li 2y = (1, —1), jasno je da je zg € R?,

te da
0 0
o)l = | =’ = 1= (1) =2,
frolla = /() + (o) = VI (17 = V2
Stoga je

|zoll2 B \/§ B

Dakle, dobili smo da vrijedi

| f (w0)] _ 2 _\/5_

IFl<v2 A lIfll = V2,
paje [ f]| = v2.

c. Kako je [|z]|oc = max{|z1|,|z2|}, imamo

|f(z)] = |21 — 2y
< o] + |22
< max{|z1, |za|} + max{|a1], |22}
= 2max{|zy|, |z2|}
= 2||z[|co-
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Dakle, f je ograni¢en, odnosno neprekidan operator, a na osnovu defini-
cije norme funkcionala mozemo zakljuciti i da

1l < 2.
Na osnovu teorema o normi operatora, imamo da vrijedi

Ifll = sup LIS (o)

2er2\{0} |Z]loc — |T0]|o

za bilo koji xg € R2. Izaberemo li 7y = (1, —1), jasno je da je zo € R?,

te da
f(zo)| = |21 — 2| = [1— (1) = 2,
lzolls = max{|z{"], |28 |} = max{[1],| — 1]} = 1.
Stoga je
|f (o) _ 2 —9
zolly 1

Dakle, dobili smo da vrijedi
<2 A flfll =2,

pa je | f] = 2.

4.1 Geometrijski smisao linearnih funkcionala

U ovoj sekciji skripte ”Uvod u funkcionalnu analizu (Predavanja 2008/09)”,
kao Sto joj i sam naziv kaze, kroz nekoliko rezultata data je geometrijska
interpretacija linearnih funkcionala - postoji bijektivno preslikavanje izmedju
svih funkcionala f : X — R(C) i hiperpovrssi prostora X. Zbog ograni¢enosti
kursa, zadatke iz ove sekcije ¢emo takodjer izostaviti.

4.2 Hahn-Banachov teorem

Hahn-Banachov teorem zasigurno je jedan od vaznijih teorema funkcionalne
analize. Zbog razumljivosti i ljepote svog dokaza, i njegovih mnogobrojnih
posljedica koje su same po sebi veliki rezultati, a takodjer imaju jednostavne
dokaze, studentima se preporucuje da posebno obrate paznju na ovu sekciju
skripte " Uvod u funkcionalnu analizu (Predavanja 2008/09),” koja je mozda
i jedna od najvaznijih i najljepsih u kursu.
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Teorem 4.2.1 (HAHN-BANACH) Neka je X realan Banachov prostor,
i L vektorski podprostor od X. Neka je na L definiran linearan ogranicen
funkcional f : L — R. Tada postoji linearan ogranicen funkcional f*: X — R
takav da

a. (Veel): f(z)=f(z),
b = 1A1-

Dakle, na osnovu Hahn-Banachovog teorema imamo da svaki linearan
ogranicen funkcional f definiran na bilo kojem podprostoru L C X ima svoju
ekstenziju f* definiranu na cijelom prostoru X, te da je pri tome oCuvana
norma. To je vrlo lijep rezultat, sto nam takodjer potvrdjuju i mnogobrojne
posljedice Hahn-Banachovog teorema, poput:

Teorem 4.2.2 Neka je 0 # x¢ € X. Tada postoji ogranicen linearan funkcional
fF: X — R takav da

a. f*(wo) = [loll
b |lf*|l = 1.

Teorem 4.2.3 Neka je X Banachov prostor, L C X njegov podprostor, i
xo € X\ L. Tada postoji ogranicen linearan funkcional f*: X — R takav da

a. VxeLl): f*(z)=0
b. f*(l'o) = d(l’o, L)
c. £ =1
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Sto se tice zadataka iz ove sekcije, oni mogu biti ¢ak iskazani u obliku
spomenutih posljedica Hahn-Banachovog teorema, jer su im dokazi sasvim
jednostavni i razumljivi. Naravno, zbog Siroke primjene ovog teorema i nje-
govih posljedica, mnostvo je i drugih tipova zadataka. Ovdje ¢emo navesti
samo nekoliko takvih.

ZADATAK 4.2.1 Neka je X Banachov prostor, i x,y € X. Ako za

svaki lineran ogranicen funkcional f : X — R vrijedi

onda je x = vy. Dokazati!

Rjesenje: Posmatrajmo element x —y € X. Na osnovu prve navedene
posljedice Hahn-Banachovog teorema, zakljucujemo da postoji linearan ogranic¢en
fF: X — R takav da

f—=y) =z =yl
sto je, zbog linearnosti funkcionala f*, ekvivalentno sa
fr@) = () =l —yll
Kako f(z) = f(y) vrijedi za sve linearne ogranicene funkcionale f : X — R,
onda vrijedi i f*(z) = f*(y), pa imamo
0=[lz—yl,
odnosno, zbog osobine (N2) norme,
r—Yy= Oa
tj. * =y, Sto je i trebalo dokazati. A

Ovaj vrlo lijep rezultat jos jednom nam ukazuje na znacaj fukcionala.
Naime, sada nam je omoguc¢eno da jednakost dva elementa u proizvoljnom
prostoru X posmatramo preko jednakosti u nama bliskom skupu R, jer je
dokazano da je dovoljan uslov za jednakost dva elementa jednakost vrijednosti
svih linearnih ogranic¢enih funkcionala u tim tackama.

ZADATAK 4.2.2 Neka normiran linearan vektorski prostor X sadrzi
n linearno nezavisnih vektora. Dokazati da postoji n linearno nezavisnih
linearnih ogranicenih funkcionala f : X — R.
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Rjesengje: Neka je A = {ey,ea,...,e,} skup od n linearno nezavisnih vek-
tora u X. Posmatrajmo skupove

Li = E(AZ), pI'l cemu je Az = A\{@Z} (Z S 1,—77,)

Neka je i € 1,n proizvoljan i fiksiran. Kako su po pretpostavci e, e, ..., €
linearno nezavisni vektori, onda skup A; sigurno ne moze generirati cijeli
prostor X, tj. vrijedi

L, C X,

a zbog iste ¢injenice zakljucujemo i da

Na osnovu druge navedene posljedice Hahn-Banachovog teorema, sada znamo
da postoji ogranicen linearan funkcional f; : X — R takav da

a. (Ve L;): fi(x)=0
c. [Ifill =1.

Zelimo pokazati da d(e;, L;) # 0. To jednostavno slijedi iz ¢injenice da je L;
zatvoren kao konaénodimenzionalni vektorski prostor (generiran je sa n — 1
linearno nezavisnih vektora, pa je dimenzije n — 1). Naime, prisjetimo se da
je

d(ei, L) = inf{d(e;,y) :  y € Li},

a kako je e; ¢ L;, i L; zatvoren, sigurno se neée desiti da ovaj infimum
bude nula. Konaé¢no, pokazimo da su ovako dobijeni funkcionali f1, fo, ..., f
upravo trazenih n linearno nezavisnih funkcionala. U tu svrhu posmatrajmo
njihovu linearnu kombinaciju, i neka

> a;f;=0.
j=1

Navedena suma je jedan funkcional, pa posmatrajmo njegovo djelovanje u
vektorima e; :

0= (Z a;fi)(e:) = aif(e:;) = aid(ei, Ly).
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Kako je d(e;, L;) > 0 mora vrijediti a; = 0, i to za proizvoljan ¢ € 1,n. Dakle,
dobili smo da

Zajfj:() = (Vzel,—n) a; = 0,
=1

pa su fi, fa, ..., fn linearno nezavisni. ( Relacija c. iz posljedice nam je bila
suvisna za ovaj zadatak, ali mozemo primjetiti da smo ¢ak pronasli n linearno
nezavisnih normiranih, tj. ”jedini¢nih” funkcionala. ) A

4.3 Reprezentacija ogranicenih linearnih funkcionala

funkcionalne analize. Naime, postoji nekoliko ”ogromnih” rezulata kada su u
pitanju ograniceni linearni funkcionali na pojedinim poznatim Banachovim
prostorima, poput [,, co,Cla, b|, L,. Pokazuje se tacno kakav oblik moraju
imati svi funkcionali na odredjenom prostoru, te kolika je ta¢no njegova
norma, Sto je iznenadjujuce lijep rezultat. Upravo zbog toga ¢emo ovdje
navesti neke od tih rezulata u obliku primjera, a dokazi istih nalaze se u
”Uvod u realnu i funkcionalnu analizu”, S. Aljancié¢.

ZADATAK 4.3.1 Neka je f : 1y — R ogranicen linearan funkcional.
Tada vrijedi

By = (i)ien € lo) (Ve = (&)ien € h) = f(z) = Zmé},

1€EN

i pri-tome ge | £ = [lyl-

ZADATAK 4.3.2 Neka je f : 1, — R ogranicen linearan funkcional
(1 <p< o). Tada vrijedi

(Bl = (ien € by + 0 = DV = (Ehien €): (@) = Y

1€N

i pri-tome ge | £ = [lyl-
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ZADATAK 4.3.3 Neka je f : co — R ogranicen linearan funkcional.
Tada vrijedi

By = (m)iew € L) (Ve = (E)ien € co) = f(2) =D mik,

1€EN

i pri-tome ge |[ £ = [lyl-

ZADATAK 4.3.4 Neka je f : 1y — R ogranicen linearan funkcional.
Tada vrijedi

(Fy = ()ien € loo) (Ve = (Eien € 1) 1 fz) = mi&,

1€EN

i pri tome je || f[| = [[y]-

ZADATAK 4.3.5 Neka je f : Cla,b] — R ogranicen linearan
funkcional. Tada vrijedi

b
(B'y € Vla, b, y(a) = 0)(Vz € Cla,b]) - f(x) = / x(t)dy(t),

i pri tome je || ]| = V2.

ZADATAK 4.3.6 Neka je f : Ly(a,b) — R ogranicen linearan
funkcional (1 < p < 00). Tada vrijedi

(Fly € Ly(a,b), % + é =1)(Vz € Ly(a,b)):  f(x)= / x(t)y(t)dt,

i pri-tome ge | f| = [lyl-
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ZADATAK 4.3.7 Neka je f : Li(a,b) — R ogranicen linearan
funkcional. Tada vrijedi

b
(By € Loo(a, b)) (Ve € Li(a,b)) :  f(x) = / £(t)y(b)dt,

i pri tome je || f]| = lly]-

4.4 Konjugovani prostori

Skup svih ogranicenih linearnih funkcionala f : X — R(C) oznacavati ¢emo
sa X* 1 nazivati ga dualni/adjungovani/konjugovani prostor prostora X.
Dakle, X* = L(X,R(C)), a kako smo ranije pokazali da je za normiran
vektorski prostor X i Banachov prostor Y i £(X,Y) Banachov, jasno je da
je za normiran vektorski prostor X dualni prostor X* Banachov.

Ponovno ¢emo imati iznimno lijepe rezultate o dualnim prostorima poje-
dinih Banachovih prostora - pokazati ¢e se tacno kakvu strukturu ima prostor
X*. Te tvrdnje upravo su posljedica rezultata iz prethodne sekcije. Naime,
iz ranijih zadataka zakljucujemo da postoji dobro definirano preslikavanje F
izmedju odgovarajucih prostora X* i Y, a lako se pokazuje da je F' izomor-
fizam i izometrija. Pokazimo to na prvom primjeru, a dokazi za ostale pros-
tore su analogni.

ZADATAK 4.4.1 Dokazati da vrijedi I} = l.

Rjesenje: U prvom zadatku prethodne sekcije pokazano je da svaki lin-
earan ogranicen funkcional f :[; — R ima oblik

f(z) = mei (7 = (&)ien € l1),

1€EN

pri cemu je ¥y = (Mi)ien € leo, 1 ||f|l = |ly||. Posmatrajmo preslikavanje
F : I} — l» koje svakom ograni¢enom linearnom funkcionalu f : [; — R
pridruzuje odgovarajuéi y € . Kako je dokazano da vrijedi || f|| = ||ly]|,
odmah zakljucujemo da je F' izometrija.
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Dokazimo da je F' izomorfizam. Lako uoc¢avamo da je F' sirjekcija, jer za svaki
y = (Mi)ien € ls postoji linearan ogranicen funkcional f: X — R, takav da
je F(f) = y. Na osnovu definicije preslikavanja F' jasno da je da ¢e taj
funkcional biti definiran sa

angz ZL’ - gz)zeN S ll)

€N

( U dokazu navedenog zadatka iz prethodne sekcije pokaze se da je ovako
definirana funkcija f zaista linearan ogranicen funkcional na [;. ) Neka su
sada fi, fo € [ proizvoljni. Na osnovu dokazane tvrdnje, oni moraju biti
sljedeceg oblika

an 527f2 an i SL’ - gz)zeN S ll)

ieN €N

pri ¢emu su y; = (nfl))ieN,?h = (7]1(2))1'61\1 € Il jedinstveno odredjeni. Na
osnovu definicije preslikavanja F, vrijedi y; = F(f1),y2 = F(f2). Ako pret-
postavimo da y; # y9, jasno je da je tada f; # fo. Naime, kako su po pret-
postavci y; 1 yo razliGiti, oni se razlikuju u barem k-toj koordinati. Uzmemo
li z kao vektor koji ima sve nule, te jedinicu samo kao k-tu koordinatu, jasno
jedax €ly,ida

fi@) =n # 0 = f),

pa su i funkcionali f; i fo razliciti, tj. F' je injekcija. Dakle, F' je bijekcija,
pa je ostalo jos da pokazemo da vrijedi

F(afi+ Bf2) = aF(fi) + BE(f2).
Neka su «, # € R proizvoljni. Tada je

(afi+Bf)(x) = afi(z)+Bf(x) =a Y 0 et+8Y nPe = (an+n*)e;,

€N €N €N
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pa imamo
Flafi+8f) =y
= (an" + B0 ien
= a(n)ien + B )ien
= ayi + Bya
= aF(fi1) + BF(f2).

Dakle, F' je izomorfizam i izometrija, pa je [ = l. A

ZADATAK 4.4.2 Dokazati da vrijedi ly =1, (1 <p < o0, + 1 =1).

ZADATAK 4.4.3 Dokazati da vrijedi cfy = ;.

ZADATAK 4.4.4 Dokazati da vrijedi Cla,b]* = NVy[a,b], pri cemu je
NVyla, b] skup svih funkcija iz V]a,b] koje su neprekidne s desne strane
(tzv. normalizovane funkcije ogranicene varijacije).

ZADATAK 4.4.5 Dokazati da vrijedi Ly(a,b)* = Ly(a,b), (1 < p <
00, % + % =1).

ZADATAK 4.4.6 Dokazati da vrijedi Ly(a,b)* = Ly (a,b).

Naravno, jednakosti u prethodnim primjerima nisu jednakosti na kakve
smo mozda do sada navikli. Posmatramo li samo prvi primjer, primjec¢ujemo
da su elementi prostora [ funkcionali, dok su elementi prostora [, nizovi,
pa navedena jednakost ne podrazumijeva jednaku prirodu elemenata. Ona
ustvari podrazumijeva ¢injenicu da se radi o prostorima koji su algebarski
izomorfni i izometri¢ni, pa ih sa aspekta funkcionalne analize mozemo iden-
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tificirati.
Jos jedan iznimno vazan rezultat iskazan je u sljede¢em teoremu:

Teorem 4.4.1 Neka je X proizvoljan normiran linearni vektorski prostor, i
X** dualni prostor njegovog dualnog prostora X*. Tada vrijed:

X CX™.

Jasno, i ovdje nas ne zanima priroda elemenata prostora X i X* (koja je nar-
avno razlicita), ve¢ samo njihova algebarska i metricka struktura. S obzirom
na posljednji teorem, ima smisla sljedec¢a definicija:

Definicija 4.4.1 (REFLEKSIVAN PROSTOR) Neka je X Banachov
prostor. X je refleksivan prostor ako vrijedi X = X**, a u suprotnom, ako
vrigedi X C X, nazivamo ga irefleksivnim.

Uzmemo li u obzir prethodne primjere, potpuno je jasno da su prostori [, i
L,(a,b), (1 < p < oo) refleksivni, a ¢y i Cla, b] irefleksivni. (Zasto?)

4.5 Slaba konvergencija

Jos jedan zanimljiv pojam u ovom poglavlju svakako je i pojam slabe kon-
vergencije. Konvergencija na kakvu smo do sada navikli, definiranu preko
norme odgovarajuceg prostora, je ustvari jaka konvergencija. Medjutim, zan-
imljivo je posmatrati konvergenciju niza u X i na jedan drugi nacin, preko
funkcionala f: X — R(C).

Definicija 4.5.1 (SLABA KONVERGENCIJA) Neka je X Banachov
prostor. Niz (x,)neny C X slabo konvergira ka xo € X ako vrijedi

(VfeX"):  lim f(zn) = f(zo).

n—oo
Pisemo x,, — xo (n — o0).

Dakle, pojam slabe konvergencije omoguc¢ava nam posmatranje ”konvergen-
cije” nekog niza u X preko konvergencije nama blizih brojnih nizova, i to tako
Sto posmatramo vrijednosti svih funkcionala f u tackama pocetnog niza. To
je jos jedna u nizu potvrda moci i vaznosti funkcionala za funkcionalnu anal-
izu.
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ZADATAK 4.5.1 Jaka konvergencija povlaci slabu konvergenciju, ali
obrat ne vrijedi. Dokazati!

Rjesenge: Neka niz (z,)nen C X konvergira jako, x, — zp (n — o0).
Neka je f € X* proizvoljan. Kako je f linearan i ogranic¢en, imamo

1 (en) = Fl@o)ll = I[f (@n = 2o) | < I F][ll2 = o],
pa f(x,) — f(zo) (n — o0), odnosno
T, =29 (n— 00).

Dakle, dobili smo da je svaki jako konvergentan niz slabo konvergentan, a
sada pokazimo da obrat ne vrijedi. Posmatrajmo prostor X =[5 i u njemu
niz jedini¢nih vektora (e;);en. Jasno je da niz (e;);eny ne konvergira jako u [y,
jer

[T — 2nll = |lem — enll = \/57

pa (€;)ien nije ni Cauchyev. S druge strane, posmatramo li proizvoljan f € I3,
na osnovu prethodnih sekcija f ima oblik

f(x) = mei (= (&)ien),

pri ¢emu je y = (1;)ien € lo. Dakle, f(e;) = n;. Medjutim, kako je y € o,
vrijedi 7, [mi]* < 00, pa |eta;|* — 0(n — 00), tj.

7 —0 (n— 00).
Stoga za sve funkcionale f : [y — R vrijedi
lim f(e,) = lim n, =0,

pa je niz (e;);en slabo konvergentan. A

Primjedba 4.5.1 Jos iz Matematicke analize I poznato je da za niz (x,)nen C
X, z, = g (n— o) i neprekidnu funkciju f vrijedi

Tim f(zn) = f(z0) = f(lim ),

t1. da limes i djelovanje funkcije f mogu mijenjati mjesta. Posmatrajmo
sada niz (x,)nen C X koji je slabo konvergentan, tj. niz za koji vrijedi

(Vf € X lim fan) = fao).
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Kako je, po definiciji dualnog prostora X*, f neprekidan funkcional, iskoris-
timo prethodnu osobinu:
(Ve X*):  f(lim a,) = f(xo).

Prisjetimo se jednog od ranijih zadataka, gdje smo na osnovu posljedice Hahn-
Banachovog teorema pokazali da

(VieX®): [fla)=fy)] = z=yv.
Na osnovu toga, sada bismo dalje imali

nlingo T, = Xo,
odnosno da je niz (x,)nen jako konvergentan. Dakle, zakljucili smo da je
svaki slabo konvergentan miz i jako konvergenta, sto sigurno nije tacno na
osnovu prethodnog zadatka. Gdje je greska?
Navedeno mijenjanje mjesta limesa 1 djelovanja funkcije f moguce je, kao sto
je to uostalom i navedeno na pocetku primjedbe, samo ukoliko je niz (x,)nen
(jako) konvergentan, Sto ne mora biti slucaj.

Dalje se analogijom mogu uvoditi pojmovi slabo Cauchyevog niza, slabe
kompaktnosti, itd.



Poglavlje 5

Hilbertovi prostori

Konaé¢no, posljednje poglavlje ove skripte trebalo bi omoguéiti bolje shvatanje
prirodnog generaliziranja skalarnog proizvoda kao jos jedne u nizu lijepih
osobina koje prenosimo sa Euklidskih na proizvoljne prostore. Ono nam
dalje omogucava shvatanje ostalih klju¢nih pojmova ove sekcije, poput pojma
Hilbertovog prostora, ili ortogonalnosti i ortnormiranosti.

Kroz rjesavanje zadataka iz ovog poglavlja studenti bi trebali nauciti zasto
odredjeni prostori jesu ili nisu Hilbertovi, te shvatiti vezu izmedju Hilbertovih
prostora i onih uvedenih u ranijim sekcijama, prvenstveno svakako imajuci
u vidu Banachove prostore. Takodjer, kroz jednostavne primjere, moci ¢e
primjeniti neke vazne osobine i bogatstvo skalarnog proizvoda u dokazivanju
zanimljivih relacija u Hilbertovim prostorima. Neophodno je i kvalitetno
razumijevanje od ranije nam bliskog pojma ortonormiranih sistema, koji ¢e
zaokruziti generalizaciju naseg trodimenzionalnog prostora.

5.1 Skalarni proizvod. Hilbertovi prostori.

Vet dugo vremena matematicari definiraju razlic¢ite generalizacije nama bliskih
Euklidskih prostora, koje mozemo pratiti i kroz cijeli kurs Realne analize.
Prvobitno se, krajem 19. stolje¢ca uvodi pojam generaliziranog linearnog
vektorskog prostora, koji nam omogucava da sabiramo vektore i mnozimo
ih skalarima. Naime, ”"vektor” x € X ne mora vise biti vektor u klasi¢cnom
smislu, tj. ne mora biti geometrijska veli¢ina koja ima pravac, smjer i in-
tenzitet, ve¢ je to jednostavno element bilo kojeg prostora koji zadovoljava
odredjene osobine (kao i Euklidski prostori). Kasnije, uvodeéi normu na
takvom linearnom vektorskom prostoru, omogucéeno nam je i mjeriti ”inten-
zitet” vektora, te njihove medjusobne udaljenosti. Konacno, uvodeéi skalarni
proizvod i Hilbertove prostore, penjemo se na najvisu stepenicu, jer nam

178
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postaje moguce i mjeriti uglove izmedju vektora.

z

Na taj nacin, generalizirali smo metode vektorske algebre i racuna sa
trodimenzionalnog Euklidskog prostora na proizvoljne konacnodimenzionalne
i beskona¢nodimenzionalne prostore.

Definicija 5.1.1 (SKALARNI PROIZVOD) Neka je X linearan vek-
torski prostor nad poljem skalara R(C). Za funkciju (-,-) : X x X — R(C)
kazemo da je skalarni proizvod na X, ako zadovoljava sljedeca cetiri uslova

(Ul) (VreX): (z,x)>0
(U2) (z,2) =0 2x2=0

(U3) (Vaz,ye X): (z,y) = (y,x)
(U4) (Vz,y,z € X)(Vo, 6 € R(C)) : (ax + By, 2) = alx, z) + By, 2)

Tada uredjeni par (X, (-,-)) nazivamo unitaran linearan vektorski prostor.

Dakle, pojam skalarnog proizvoda uvodimo na realnim i kompleksnim
linearnim vektorskim prostorima (tj. linearnim vektorskim prostorima nad
poljem skalara R ili C). Tako, ukoliko u zadatku nije drugacije naglaseno,
podrazumijevamo opstiju verziju kompleksnog linearnog vektorskog prostora.

Neke od najvaznijih osobina skalarnih proizvoda navesti ¢emo u sljede¢em
teoremu. Ti rezultati, kao i dokazi istih, svi su izlozeni u skripti ”Uvod u
funkcionalnu analizu (Predavanja 2008/2009)”. Zbog svoje jednostavnosti
i znacajnosti, oni mogu biti iskazani kao zadaci, pa se studenti jos jednom
upucuju na pracenje predavanja, mozda i ponajvise u ovom poglavlju.
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Teorem 5.1.1 (OSOBINE SKALARNOG PROIZVODA) Neka je (X, (-,-))

unitaran prostor. Tada vrijeds
(i) (Vz,y,2 € X)(Va, B € R(C)) 1 (z,ay+ fz) = a(z,y) + Bz, 2)
(ii) Yz € X): (2,0)=(0,2) =0
(iii) (Vo,y € X): [z 9)|? < (z,2){y,y) (Cauchy-Bunakowski-Schwarz)

(iv) Skalarni proizvod je meprekidna funkcija svojih argumenata, tj. ako
vrijedi T, — xo,Yp — Yo (n — 00), onda i

lim (x,,, yn) = (xo, yo) = (lim z,, im y,).

n—oo n—oo

Kao $to je to i mnogo ranije navedeno, ispostavlja se da je jako vazno ( a
uzmemo li u obzir da zelimo generalizirati trodimenzionalni Euklidski prostor
i sasvim prirodno ) raditi u kompletnim prostorima, pa je sasvim opravdana
sljedec¢a definicija.

Definicija 5.1.2 (HILBERTOV PROSTOR) Kompletan unitaran linearan
vektorski prostor se naziva Hilbertov prostor.

Teorem 5.1.2 (VEZA UNITARNIH I NORMIRANIH PROSTORA)

a. Neka je X unitaran prostor. Tada je sa
]| = /(z, z)
definirana norma na X, koja zadovoljava relaciju paralelograma
lz + ylI* + llz = ylI* = 2[|z]* + 2|ly]I*,
1 vrijeds
(o9) = 70+ 9l + 7 = o)+ (e + iyl — Jlz — i),
Takvu normu nazivamo induciranom skalarnim proizvodom.

b. Neka je X normiran prostor, i neka || - || zadovoljava relaciju paralelo-
grama
Iz + yll* + llz = yll* = 2[l«* + 2[ly]|*.
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Tada je sa

1 i , :
(w.y) = 7z +yl* +llz = yl*) + Z (e + iy |* = [lo = iyl*)
definiran skalarni proizvod koji preko
2] = /(z, z)
inducira zadanu normu.

Uzmemo li u obzir i kompletnost, jasno je da nam onda prethodni teorem
daje informaciju o odnosu Hilbertovih i Banachovih prostora. Dakle, svaki
unitaran prostor je normiran, ali obrat ne vrijedi. Ako se prisjetimo i na
pocetku uvedenog pojma metrike, imamo sljedecu situaciju:

Metricki prostori

Normirani prostori

Unitarni prostori

Sada se posebice opravdanom ¢ini uvodna primjedba da se, uvodeci Hilber-
tove prostore, penjemo na najvisu stepenicu.
Medjutim, pored navedenog, mozda jo$ vaznija informacija koju dobijamo iz
posljednjeg teorema je njegova kontrapozicija (tj. kontrapozicija stava a.).
Naime, ukoliko norma ne zadovoljava relaciju paralelegorama, X nije uni-
taran prostor, tj. ne mozemo na X definirati skalarni proizvod koji inducira
zadanu normu, Sto ¢e nam biti od znacaja zelimo li pokazati da odredjeni
normiran prostor nije unitaran.

Prvobitno se ipak prisjetimo skalarnog proizvoda studentima poznatog
jos iz srednje Skole, skalarnog proizvoda u Euklidskom trodimenzionalnom

prostoru. Ako su vektori @ = {2, 3,5} i = {—1,4,1}, onda je njihov
skalarni proizvod

- =
@b =2-(—1)+(-3)-44+5-1=-2-12+5=—9.

Sada sasvim sigurno sljedec¢i zadatak djeluje prirodno.
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ZADATAK 5.1.1 Dokazati da je (X, (-,-)) Hilbertov prostor, ako je

0. X=R", (1,y) szyz

b. X = Cn, IL’ y szyz

c. X =1y, (v,y)=> &

€N

d. X = Ls[a,b], (z,9) :/ z(t)y(t)dt

Rjesenge:

a. Ranije smo utvrdili da je R" linearan vektorski prostor. Funkcija (-, -)
je sigurno realna jer je definirana kao konacna suma realnih brojeva.
Provjerimo osobine skalarnog proizvoda (U1)-(U4). Neka su z,y,z €
R™ i a, 3 € R proizvoljni.

= lexl = fo >0
i=1 i=1
(U2) Druga osobina je zadovoljena jer

(x,x) =0 @fozO

=1
Sax=0

(U3) Kako se radi o realnom vektorskom prostoru, treba ustvari pokazati
da je (x,y) = (y,x), Sto je jednostavno za zakljuciti

= Z LiYi = Z YiXi = \Y, T
i=1
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(U4) Konacno, vrijedi i ¢etvrta osobina skalarnog proizvoda:

n

(ax + By, z) = Z(Cmi + Byi)zi

i=1
SO TR o
i=1 i=1
= afz,2) + By, 2)

Dakle, (-,-) je zaista skalarni proizvod, pa je (R",(:,-)) unitaran lin-
earan vektorski prostor. Norma inducirana ovim skalarnim proizvodom
je

o]l = v/, 2) = (Zx?)%,

a od ranije je poznato da je R™ sa ovakvom normom kompletan, pa je
(R™, (z,y)) Hilbertov prostor.

. Analogno bismo utvrdili da je C" linearan vektorski prostor. Funkcija
(-,-) sigurno daje vrijednosti u polju skalara C, jer je definirana kao
konaé¢na suma kompleksnih brojeva. Provjerimo osobine skalarnog proizvoda
(U1)-(U4). Neka su x,y,z € C", i a, 5 € C proizvoljni.

(UL) (z,2) =) z@i=)» |z|*>0
i=1 i=1
(U2) Druga osobina je zadovoljena jer

(,2) =0 <Y |z]*=0
=1

&zl =0 (Vieln)
Sr=0

(U3) Na osnovu ¢injenice daT =2, T-y=T -y, it +y =T +7 (5o
se sve veoma jednostavno provjerava, uzimajuéi x = a + bi,y =
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¢+ di), imamo

Ijiﬂw

= (Z YiT7)

= (y, )

(U4) Konacno, vrijedi i ¢etvrta osobina skalarnog proizvoda:

n

(ax + By, z) = Z(Cmi + Byi) 7

=1

=a) 5 +BY yFE
i=1 =1

= a(z,z) + B(y; 2)

Dakle, (-,-) je zaista skalarni proizvod, pa je (C", (:,-)) unitaran lin-
earan vektorski prostor. Norma inducirana ovim skalarnim proizvodom
je

WHZV@J%#Z]%W?

a jednostavno se provjerava da je C" sa ovakvom normom kompletan,
pa je (C", (z,y)) Hilbertov prostor.

c. Ranije je utvrdjeno da je [y linearan vektorski prostor. Pokazimo da
funkcija (-,-) daje vrijednosti u polju skalara C. Neka su z,y € Iy
proizvoljni nizovi kompleksnih brojeva, © = (&)ien, ¥ = (7:)ien. Na
osnovu definicije prostora lp imamo Y, &[* < 00, Doy mil* < oc.
Trebamo pokazati da je (z,y) = >,y & € C, tj. da | Y2, 7] < .
Na osnovu Hoélderove nejednakosti imamo

S el < lem < Q16 (> Inl)

1eN 1€N 1€N 1€N
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( Primjetite da je relacija | ), yai| < D ,cnlas| dokazana u nekom
od zadataka iz ranije sekcije, pa je ovdje taj dokaz izostavljen, ali ga
je inace neophodno obrazloziti! ) Provjerimo sada osobine skalarnog
proizvoda (U1)-(U4). Neka su x,y, z € ls, i «, € C proizvoljni.

(UD) (z,2)=> &&= [&°>0
ieN ieN
(U2) Druga osobina je zadovoljena jer

(w,2) =0 &> |67 =0
ieN
& || =0 (VieN)
Sr=0

(U3) Na osnovu ¢injenice da @ =u, u-v =0 -0, i u+v=7u+70 (5o
se sve veoma jednostavno provjerava, uzimajuc¢i v = a + bi,v =
¢+ di), imamo

(U4) Konacno, vrijedi i ¢etvrta osobina skalarnog proizvoda:

(o + By,2) =3 (a& + B

ieN
= aZ&erﬁme
ieN ieN

= alz,z) + B(y, 2)

Dakle, (-, -) je zaista skalarni proizvod, pa je (I3, (-, -)) unitaran linearan
vektorski prostor. Norma inducirana ovim skalarnim proizvodom je

1
Izl = V(w2 = O |ail*)2,
ieN
a poznato je da je ly sa ovakvom normom kompletan, pa je (I3, (x,y))
Hilbertov prostor.
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d. Ranije je utvrdjeno da je Lyla, b] linearan vektorski prostor. Pokazimo
da funkcija (-,-) daje vrijednosti u polju skalara C. Neka su z,y €
Ls[a, b] proizvoljne funkcije. Na osnovu definicije prostora Ls|a, b] imamo

fb|x |2dt < oo, fb|y 2dt < o0o. Trebamo pokazati da je (x,y) =

f; (t)y(t) € C, tj. da | f y(t)| < co. Na osnovu integralnog oblika
Holderove nejednakosti, te 01nJen1ce dajezau=a+1b, |Z]| = |z =
va? + b2, imamo
b
L < el |
< f;’ (t) |pdt f y(®) |Pdt )

Provjerimo sada osobine skalarnog proizvoda (U1)-(U4). Nekasu z,y, z €
Lyla, b, i o, p € C proizvoljni.

(U1) () :/ x(t)%dt:/ |l2(t)]2dt > 0

(U2) Druga osobina je zadovoljena jer

(x,z) =0 @/ lz(t)]2dt = 0

szt =0 (vt € [a,b)
Sax=0

(U3) Na osnovu ¢injenice da = u, U -0 = U7, 1] f(u)du = f Flu)du
(8to se sve veoma jednostavno provjerava, uzimajuéi u = a+bi,v =
¢+ di), imamo
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(U4) Konacno, vrijedi i ¢etvrta osobina skalarnog proizvoda:

(o + By, ) = / (a(t) + By(t)) =)t

b b

:a/ x(t)z(t) +ﬁ/ y(1)z(t)
= alx, z) + [y, 2)

Dakle, (-, -) je zaista skalarni proizvod, pa je (Ls[a, b], (-, -)) unitaran lin-
earan vektorski prostor. Norma inducirana ovim skalarnim proizvodom
je

lell = iz 2} = ( / 2()2db)?,

a poznato je da je Ls[a, b] sa ovakvom normom kompletan, pa je (Ls|a, b], (-, -))
Hilbertov prostor.

Sada se jos jednom mozemo uvjeriti u ve¢ nekoliko navrata spomenuti
"vrh stepenica”, jer je navedeno jako malo Hilbertovih prostora, za razliku
od broja Banachovih, normiranih, kompletnih, separabilnih, ili metrickih
prostora u ranijim poglavljima.Cak se medju Hilbertovim prostorima nije
naslo mjesta ni za prostor neprekidnih funkcija Cla, b], zbog razloga navedenih
ve¢ u sljedec¢em zadatku.

ZADATAK 5.1.2 Dokazati da (X, || - ||) nije Hilbertov prostor ( tj. ne
postoji skalarni proizvod na X koji inducira zadanu normu, ili X nije
kompletan ), ako je

a. X =R", ||z|| = max |z;|
1<i<n

b. X =Cla,b], |z| = sup |=(t)]

tela,b]
b 1
¢ X =Clat], || = / (le(t)[2dt)*
i X=l, |zl = (I (1<p<oop#?)
€N

e. X =ls, ||7]lec =supl&]
ieN
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Rjesenge:
a. Posmatrajmo vektore z = (1,0,0,...,0),y = (0,1,0,...,0) € R". Tada
vrijedi
|z +yl? + [z —yl> =12+ 12 =2
20zl +2lyl* =21 +2-1° = 4,
pa

2+ ylI* + llz =yl # 2[l=[* + 2[ly|1%,
odnosno ne vrijedi relacija paralelograma. Stoga, X nije Hilbertov

prostor.

b. Posmatrajmo funkcije f(t) =t,g(t) =1 € C[0, 1]. Tada vrijedi

1 +gl* +[1f = gl* = (sup [t +1))* + (sup [t —1])* =2 +1% =35,
te[0,1] te[0,1]

2[1fI1* + 2llgll* = 2(sup_[¢))* +2(sup [1])* =2-1*+2-1* =4,
te(0,1] t€[0,1]
pa
Lf +gll* + 11f = gll* # 2[L£11* + 2|9,

odnosno ne vrijedi relacija paralelograma. Stoga, X nije Hilbertov
prostor.

c. Ovaj put ne¢emo, kao do sada, moci pronaci vektore koji ne zadovol-
javaju relaciju paralelograma, jer takvi ne postoje. Naime, iz prethodnog
zadatka jasno je da je funkcija definirana sa

(f,9) = / f(Hgydt

skalarni proizvod, koji dalje o¢ito preko ||z|| = /(z, x)inducira zadanu
normu. Medjutim, od ranije je poznato da Cla, b] sa ovako definiranom
normom nije kompletan, pa nije ni Hilbertov.

d. Posmatrajmo nizove z = (1,0,0,...,0,...),y = (0,1,0,...,0,...) koji su
ocito u l,. Tada vrijedi

le+ylP+llz—yll? = [(1P+17)2PH[(1P417)]2 = (29)+(27)? = dr447 = 247,

20l® +2lly* =21 +2-1* =4,
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pa
1
|z +y|? + lz — ylI> = 2||=|]* + 2|y 2.4 =4
&4 =2
S p =2

Dakle, ako p # 2, relacija paralelograma nece biti zadovoljena, pa stoga
tada [, nije Hilbertov prostor.

e. Posmatrajmo nizove z = (1,0,0,...,0,...),y = (0,1,0,...,0,...) koji su
oCito u l,. Tada vrijedi

lz +yll* + llz —yl* =1* +1* = 2,
20l® +2lly* =21 +2-1* =4,

pa
Iz + ylI* + [lz — yl* # 2]z + 2lly|I?,

odnosno ne vrijedi relacija paralelograma. Stoga, X nije Hilbertov
prostor.

A

Primjedba 5.1.1 Funkcija je jedan od osnovnih pojmova u matematici, pa
je jasno problemati¢no Sto prostor Cla,b] nije Hilbertov. Kao Sto smo mogli
vidjeti kroz prethodni zadatak, Cla,b] sa wobic¢ajenom normom nije unitaran
prostor, dok se s druge strane moZe definirati skalarni proizvod ( (x,y) =
fabx(t)mdt, kao u Lsa,b] ) koji inducira integral normu, ali nam tada
izostaje kompletnost. Medjutim, ranije smo utvrdili da nedostatak komplet-
nosti i nije neki veliki nedostatak, jer svaki prostor moZemo kompletirati,
na osnovu teorema o kompletiranju, i to prostorom koji je tek mesto Siri
od pocetnog (Takodjer, w skripti ”Uvod u funkcionalnu analizu (Predavanja
2008/2009)” pokazano je da se jednostavno dodefinira skalarni proizvod na
cijelom Sirem prostoru). No, prisjetimo li se dokaza upravo teorema o kom-
pletiranju, mozemo ustanoviti da prostor X O X koji kompletira X cine klase
ekvivalencije, pri ¢emu je relacija ekvivalencije definirana na odgovarajuci
nacin. Ali, prisjetimo se takodjer da su elementi prostora Ls[a, b] upravo klase
ekvivalencije (u kojima se nalaze medjusobno skoro svuda jednake funkcije).
Dakle, kompletiranjem unitarnog prostora (Cla,b|,(-,-)) dobijamo Hilbertov
prostor Lyla, b].
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ZADATAK 5.1.3 Neka je X unitaran prostor, i neka je (x,)nen C X.
Ako vrijedi (zn, ) — [l2|%, [lzall — [lz]  (n — o0), tada vrijedi i x, —
x  (n— 00).

Rjesenje: U zadacima sa unitarnim prostorima, gotovo je uvijek neophodno
u potpunosti iskoristiti njihovo bogatstvo - skalarni proizvod. Naime, relacije
koje treba dokazati najcesc¢e i ne vrijede u normiranim prostorima, pa je jasno
da moramo u obzir uzeti upravo unitarnost prostora. To radimo koristec¢i
¢injenicu da je norma na tom prostoru inducirana sa ||z|| = 1/(z,z). Sada
zelimo dokazati da x, — x (n — o0).

l‘n,l’n> - <l’n,l’> - <SL‘,JJn> + <JJ,SL’>

[2n [ = (20, ) = (20, ) + ]|
= Vzl? = 2l = [l=[* + 2] (n — o0),

pa zaista x, — = (n — o0). Dakle, na osnovu konvergencije nama bliskih
nizova realnih brojeva, mozemo zakljuciti i konvergenciju niza u proizvoljnom
Hilbertovom prostoru. A

Analogno kao kod Banachovih prostora, imamo sljede¢u definiciju.

Definicija 5.1.3 (HILBERTOV PODPROSTOR) Neka je X Hilbertov
prostor, 1Y C X.'Y je Hilbertov podprostor od X ako je sam za sebe Hilbertov
prostor u odnosu na algebarsku i metricku strukturu koju u njemu inducira
odgovarajuca struktura iz X.

5.2 Ortogonalnost i ortogonalni komplement

Jos iz analiticke geometrije poznato je da su dva vektora u trodimenzional-
nom Euklidskom prostoru ortogonalni akko je njihov skalarni proizvod jed-
nak nuli. Stoga ima smisla sljede¢a generalizirana definicija ortogonalnosti u
proizvoljnom Hilbertovom prostoru.

Definicija 5.2.1 (ORTOGONALNOST) Neka je X Hilbertov prostor.
Vektori x,y € X su ortogonalni ako je (x,y) = 0. Pisemo xLy.
Vektor x € X ortogonalan je na skup S C X ako je (x,y) =0 za svey € S.
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Pisemo x LS.
Ortogonalni komplement skupa S je skup svih vektora koji su ortogonalni na

S, tj. St={zeX: (Ve :zly}

Teorem 5.2.1 (PITAGORINA TEOREMA) Neka je X Hilbertov pros-
tor. Ako su x,y € X ortogonalni, tada vrijedi

lz +ylI* = [ll* + Iyl

<]

—
x

Sada jedan rezultat poznat joS iz osnovne skole imamo i u proizvoljnom
Hilbertovom prostoru X. Upravo tu lezi i ljepota ovog kursa, jer nam omogucava
da matematicka znanja iz osnovne i srednje skole, kao i prvih godina studija,
sada dignemo na jednu visu razinu. Uvodimo analogne pojmove i dokazu-
jemo analogne relacije, no koje sada vrijede u generaliziranim sredinama,
jako opstim prostorima, gradeci tako krov na sva prethodno usvojena znanja.
Tada postaje jako jednostavno, ukoliko je to potrebno, primjeniti sve dokazane
relacije i teoreme u konkretnim, datim prostorima.

ZADATAK 5.2.1 Neka je X Hilbertov prostor, i neka su ay, as, ..., a, €
X ortogonalni vektori, a; # 0 (i € 1,n). Dokazati da su dati vektori
ai, as, ..., A, linearno nezavisni i da za njih vrijedi Pitagorina teorema

lax + @z + .. + an]|* = llan]|* + laal|* + ... + [lan||*.

Rjesenje: Da bi dokazali da su vektori ay,as, ..., a, linearno nezavisni,
n

posmatrajmo linearnu kombinaciju E a;a; = 0. Pomnozimo tu kombinaciju
i=1

sa vektorom a;, gdje je j € 1,n proizvoljan. Na osnovu osobina skalarnog
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proizvoda, te ortogonalnosti vektora aq, as, ..., a,, imamo
n n
E aa; =0 = < E aiai,aj) = <0,6Lj>
i=1 i=1
n
= E ai<ai,aj) =0
i=1

= ozj<aj, aj) = 0.

Kako po pretpostavci zadatka a; # 0, na osnovu (U2) zaklju¢ujemo da je
(aj,a;) # 0, pa mora vrijediti o; = 0. Dakle, vektori ay, as, ..., a, su zaista
linearno nezavisni. Dokazimo drugi dio tvrdnje zadatka. Ponovno ¢emo,
naravno, iskoristiti bogatstvo Hilbertovih prostora - skalarni proizvod.

||a1+a2—|—...+an||2
= (a1+a2+...+an,a1+a2—|—...+an)
= (@m,a1 +as+ ... +a,) + (az,a1 +ax+ ... + a,)
+...+ {ap, a1 +as + ... + ay)
= (a1,a1) + {ay,as) + ... + (a1, a,) + {as, a1) + (as, as) + ... + {as, a,)
+.o. + (ap, a1) + (an, a2) + ... + {an, a,)
= [la1|?+0+...4+0+0+ Jaz]?+ ... 40+ ... + 0+ 0+ ... + [Ja,|]?
= [laal® + llazl® + .. + [lan .

ZADATAK 5.2.2 Neka je X Hilbertov prostor, 1 Y C X. Dokazati da
je Y+ Hilbertov podprostor prostora X.

Rjesenje: Da bi dokazali da je Y+ Hilbertov podprostor od X, trebamo
pokazati da je Y+ Hilbertov prostor sam za sebe, tj. da je kompletan unitaran
vektorski prostor. Pokazimo prvobitno da je Y+ vektorski prostor, tj. da je
Y+ vektorski podprostor od X. Za to je dovoljno pokazati da

(Vz,y € YH)(Va,3€C): az+pycYt.

U tu svrhu posmatrajmo proizvoljne z,y € Y+, i a,8 € C. Na osnovu
definicije ortogonalnog komplementa, imamo da je z LY,y 1Y, odnosno

(x,u) =0,{y,u) =0 (Mu€y).

Na osnovu osobine (U4) skalarnog proizvoda, za proizvoljan u € Y dalje

imamo
(az + By, u) = alr,u) + Bly,u) =a-0+ -0 =0,
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pa je zaista ax + By € Y. Skalarni proizvod nasljedjen je iz X, pa je Y+
unitaran linearan vektorski prostor. Dokazimo kompletnost. Neka je (2, )nen
proizvoljan Cauchyev niz u Y+. Na osnovu definicije Y+, imamo da je x,, LY
za sve n € N, odnosno

(xp,u)=0 (MueY) (neN).

Niz (2,)nen je u Y1, pa je i u X, a kako je X kompletan, niz (x,),en je
konvergentan u X, tj. x, — 9 (n — 00). Trebamo pokazati da je (2, )nen
konvergentan u Y+, tj. da je g € Y*. Kako je skalarni proizvod neprekidna
funkcija, limes i djelovanje funkcije mogu mijenjati mjesta, pa imamo

(xo,u) = (lim z,,u) = lim (x,,u) = lim 0 =0,

n—oo n—oo n—oo

te je time dokaz zavrSen. A

Teorem 5.2.2 Neka je X Hilbertov prostor, i1 Y C X mnjegov podprostor.
Tada vrijedi X =Y @Y.

Posljednji teorem je vazan rezultat, koji nam je nerijetko jako koristan i u
zadacima. Naime, sada znamo da svaki z € X mozemo na jedinstven nacin
napisati kao z =y + 3/, pri cemu jey € Y, iy € Y.

5.3 Ortonormirani sistemi

Definicija 5.3.1 (ORTONORMIRAN SISTEM) Neka je X unitaran
linearan vektorski prostor. Skup vektora E = {e¢; : i € I} C X je
ortonormiran ako vrijedi

(VZ,] S ]) : <ei7€j> = 61)

Ortonormiran sistem je maksimalan (potpun) ako nije sadrzan niti u jednom
sirem ortonormairanom Sistemau.

Primjedba 5.3.1 Zelimo li pokazati da je skup E = {e; : i€ I} C X
maksimalan ortonormiran sistem u X, najbolje je pretpostaviti suprotno, tj.
pretpostaviti da postoji f € X takav da je ||f|| = /{f, f) = 1, i da je f
ortogonalan na sve vektore e; € E. Dobijemo li iz tih uslova da je f = 0,
dobijamo kontradikciju jer tada, na osnovu (UZ2), ne vrijedi (f, f) = 1.

Jos jednom ¢emo se vratiti na analiticku geometriju u trodimenzionalnom
Euklidskom prostoru. Naime, prisjetimo se da, ako posmatramo vektor @ =
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. .. e - - - . R
{2_,)—3, 5}, to ustvari znaci da je @ =24 —3 j +5k , pri ¢emu vektori i , j
i k Cine potpun ortonormiran sistem.

z

ol

Tako je sada sigurno jasna vaznost potpunih ortnormiranih sistema u
analizi, jer nam omogucava predstavljanje proizvoljnog vektora kao linearne
kombinacije vektora iz tog sistema, Sto je, kao Sto ¢emo se kasnije uvijeriti,
moguce u svakom Hilbertovom prostoru.

ZADATAK 5.3.1 Dokazati da je E = {e; : i € N} ortonormiran
sistem u X, ako je

a. €; = (0,0,0, ...,0, ]_,0, ), X = lg

1 =0
27’ t=Y,

b. ez = C(\);%i‘t’ 222]{:, (k’ GN)’ X:L2[—7T’7T:|
SR i=2k— 1.

Rjesenge:

a. Prvo primjetimo da su na ovaj nacin definirani vektori e; o¢ito u [y, pa je
zaista E C lo. Sada predjimo da dokaz tvrdnje zadatka, tj. dokazimo da
su vektorie; = (1,0,0,...,0,...),e2 = (0,1,0,...,0,...), ..., e, = (0,0,0,..., 1, ...), ...
svi normirani (jedini¢ni) i medjusobno ortogonalni. Prisjetimo se da je
skalarni proizvod u [y definiran sa

(z,y) = Z&m (z = (&)iew, y = (Mi)ien)-

1€EN
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Stoga za proizvoljne 7, 7 € N imamo

lell = v/{es ei) =1,
<6iaej> =0 (27&]))
odnosno F je zaista ortnormiran sistem u [5.

b. Prvo primjetimo da su na ovaj na¢in definirani vektori e; o¢ito u Lo[—m, 7],
pa je zaista E C Lo[—m, m]. Sada predjimo na dokaz tvrdnje zadatka,

tj. dokazimo prvobitno da su vektori ey = V%?’ e = C\‘}Sg, ey = L\;‘;, es =
cos2t o, — sin2t - oyi pormirani (jediniéni) i medjusobno ortogonalni.
VT v

Prisjetimo se da je skalarni proizvod u Ly|[—m, 7| definiran sa

(z,y) = / ' z(t)y(t)dt.

—Tr
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Stoga za proizvoljan i € Ny imamo

el =

{
|
|

= (ei, €;)

™ 1 1
— ) 2_0’
/_7T \/27]1;; \/27Tk
™ coskt coskt
. dt, ©=2k keN
/_775 ‘\/it \/l;t | |
Sin Sin
) dt =2k —1
/_n NV
™1
—dt =0
/_7T or ! ’
T 2k,t
/ ——dt, i=2k  (keN)
e 2
/ sin ktdt, i— 9k —1
. ™
%/ dt, =0,
™1 2kt
%/i_i%i—ﬁ,i:%, (k € N)
%/ %(mdt, i=2k 1.
L= (-m), i=0,
i[/ dt—|—/ cos 2ktdt], i = 2k,
27r/ dt — /cos2k:tdt 1=2k—1.
1=0,
Ll — (—m) + Jsin2A[7, ], i =2k,

—[m = (—m) — 3sin2t|" ], i=2k—1.

1, i=0,

= [2m + %(sin 21 —sin(—27))], i = 2k,

o= [2m — 5 (sin 27 — sin(—27)], i=2k— 1.
1, i=0,

1, i=2k, (k e N)

1, i=2k—1

(i € No)

Jednostavno bismo utvrdili da je i

{eies) =0 (04 7),

(k € N)

196

provjeravajuci samo skalarne proizvode ukoliko su ¢ i j iste ili razlicite
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parnosti, ili ukoliko je jedan od njih nula. Time dobijamo da je E
ortnormiran sistem u Ly[—, 7).

A

Primjedba 5.3.2 U prethodnom zadatku, mogli smo pokazati da su dati
skupovi E cak i maksimalni ortonormirani sistemi. Naime, ako bismo u
sluc¢aju a. pretpostavili suprotno, tj. da postoji f = (1;)ien € lo takav da je
Il =1, i da je f ortonogonalan na sve vektore e; (i € N), imali bi

(fe) =0 ;=0 (ieN).

Dakle, mora biti f =0, sto je kontradikcija sa || f|| = 1, pa je E maksimalan
ortonormiran sistem u ls. S druge strane, da bi pokazali da je E maksimalan
ortnormiran sistem 1 u slucaju b., potrebno bi bilo prisjetiti se elemenata
Fourierove analize, pa je stoga taj dio zadatka izostavijen.

ZADATAK 5.3.2 Neka je preslikavanje (-,-) : R> — R definirano sa

1
(x,y) = 5(2x1y1+2x2y2+x1y2 +xo11) (x = (1,22),y = (y1,Y2) € Rz)-

a. Dokazati da je (-,-) skalarni proizvod i odrediti normu koju on
definira.

b. Dokazati da je S = {a,b} potpun ortonormiran sistem u (R?, (-, -)),

gdje je a= (§> ?)7 b= (1a _1)

Rjesenge:

a. Vel u pretpostavci zadatka je navedeno, a to je i sasvim jasno, da je
(-,+) realna funkcija, pa odmah mozemo prijeéi na ispitivanje osobina
(U1)-(U4). Neka su z,y,z € R? i a, 8 € R proizvoljni.

(U1) (z,x) = %(Qxlxl + 2X9Ty + T1Ty + ToT1) = T3 + T2 + 1170
Na viSe na¢ina mozemo utvrditi da je x? 4+ x3 + 129 > 0. Naprim-
jer, fiksiramo li zo € R, navedeni izraz posmatrali bismo kao
kvadratnu funkciju od 1, f(x1) = 22 + zox1 + 3. Trazedi rjesenja
odgovarajuce kvadratne jednacine

2 2
:L’l +£L’2{E1 +£L’2 — 0,
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zakljucujemo da je njena diskriminanta D = /b? — dac = /a3 — 423 =
v/ —3x2 < 0, pa sigurno nijedan dio krive f(x1) = 23 + zow1 + 23
nece biti ispod ose Oz, odnosno izraz x? + 2z, + x3 nece biti neg-
ativan bez obzira na z; € R. Kako navedeno razmatranje moze

biti provedeno za proizvoljan z, € R, zaklju¢ujemo da za sve

r = (71, 22) € R? imamo

(z,2) = 23 + 25 + 2179 > 0.

(U2) Na osnovu prethodnih razmatranja zaklju¢ujemo da je zadovol-
jena i druga osobina skalarnog proizvoda. Naime, ako je u posma-
tranoj kvadratnoj jednac¢ini a? + xex; + 22 = 0 diskriminanta
D = /=322 < 0, onda se cijeli grafik nalazi iznad ose Oz,
pa ta jednacina nema nula. Stoga, ako zelimo imati rjesenje
T3 + 1w + 23 = 0, mora biti D = /—3x3 = 0, odnosno x, = 0.

Medjutim, tada je z; = _bziD = 5= g = (. Dakle, imamo

(r,2) =0 & ai+a3+x200=0
Sx1=29=0
Sa=0

(U3) Kako se radi o realnom vektorskom prostoru, treba ustvari pokazati
da je (x,y) = (y,x), Sto je jednostavno za zakljuciti

%(Qxlyl + 2x2ys + T1Y2 + T2U1)
= %(lexl + 229 + Y122 + Yo1)
(y, ).

(z,y)

(U4) Konacno, vrijedi i ¢etvrta osobina skalarnog proizvoda:

(ax + By, z)
= 312(axs + Byn) = + 2(amy + Bya) 2 + (e + Byr)ze + (s + Bys) 2]
= a3(2z12) + 2202 + 120 + T221) + B3 (2y121 + 2y220 + Y122 + Yo21)
= afx,z) + 68y, 2).

Dakle, (-, -) je zaista skalarni proizvod. Norma inducirana ovim skalarnim
proizvodom je

loll = Vi, a) = y/a? + a3 + mian.

b. Dokazimo prvobitno da je S = {a, b} ortonormiran sistem, tj. da su
vektori a i b jediniéni i medjusobno ortogonalni.

Jall = \/<§>2 +(Lp S8
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10 = /124 (-1)241-(-1)=vVI+1-1=1,
(a,b) :%[2f 1+2£ (
_l

pa je zaista S ortnormiran sistem. Dokaznno da je S'ipotpun ortonormi-
ran sistem. Pretpostavimo suprotno, neka postoji ¢ = (ci,¢;) € R?
takav da je ||c|| = 1 i da je ¢ ortogonalan i na vektor a i na vektor b.

(c,a)=0 & = [201 *[+20 §+cl-§+02-§]
[\/_C1+\/_02]—0

<:>Cl+02:0,

<C,b> =0 &= [201 1+202'(—1)+01'(—1)+02'1]
<~ 5 [01—02]:0
<=>Cl—02:0,

iz ¢ega slijedi ¢; = co = 0, pa je i ||c|| = 0, $to je kontradikcija. Dakle,
S je potpun ortonormiran sistem u (R?, (-, -)).

[ako je postojanje maksimalnog ortnormiranog sistema zaista iznimna
prednost, pokazuje se da su svi Hilbertovi prostori dovoljno ”lijepi” da imamo
sljedeci teorem.

Teorem 5.3.1 Svaki Hilbertov prostor X # {0} sadrzi maksimalan ortonormi-
ran skup.

Stavise, ukoliko se radi o separabilnim Hilbertovim prostorima, koji su
zaista "najljepsi” prostori i najuza klasa prostora koju ¢emo u ovom kursu
spominjati, imamo sljede¢i rezultat.

Teorem 5.3.2 (GRAMM-SCHMIDTOV POSTUPAK ORTOGONALIZACIJE)
Svaki separabilan Hilbertov prostor sadrzi najvise prebrojiv maksimalan ort-
normiran sistem.

Obavezno je prouciti dokaz posljednjeg teorema (nalazi se u skripti ” Uvod
u funkcionalnu analizu (Predavanja 2008/2009)”), jer nam on ne omogucava
samo egzistenciju prebrojivog maksimalnog ortonormiranog sistema, ve¢ takod-
jer daje i detaljan postupak kako do tog sistema dodi.
Konaé¢no, navesti ¢emo jos jedan od rezultata iz ovog poglavlja, koji je na
neki nac¢in kruna kursa Realna analiza.
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Teorem 5.3.3 Neka je X Hilbertov prostor, i E = {e; : 1 € I} C X
ortnormiran sistem. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

a. E={e;: i€ l} jemaksimalan ortnormiran sistem

b. (Vr e X): xzzxiei, zi = (7, )

iel

c. VxeX): |z|*= Z |z;|? (Besselova jednakost)

el

d. Ve,ye X): (z,y) = szE (Parsevalova jednakost)

el

Na osnovu ekvivalencije iskaza a. i b., maksimalni ortonormirani sistemi
nazivaju se i ortnormirana baza prostora. Ovime opravdavamo ranije nave-
denu primjedbu kako je moguée proizvoljan vektor z iz Hilbertovog prostora
predstaviti kao linearnu kombinaciju vektora iz maksimalnog ortnormiranog
sistema, tj. ortonormirane baze. Medjutim, zanimljivo je primjetiti jos jednu
osobinu ovakvih baza. Naime, prisjetimo se da je skup A algebarska baza lin-
earnog vektorskog prostora ako je L(A) = X, odnosno ako proizvoljan x € X
mozemo napisati kao linearnu kombinaciju (ne uvijek iste) konaéne kolekcije
vektora iz te baze. S druge strane, uzmemo li obzir ortonormiranu bazu F,
onda je proizvoljan vektor x € X moguce izraziti kao linearnu kombinaciju
svih (dakle, u opéem slu¢aju beskonacno mnogo) vektora te baze.

ZADATAK 5.3.3 Neka je (x,)nen ortonormiran niz u unitarnom pros-
toru X. Tada vrijed:

lim (x,,y) = 0.
n—oo
Rjesenje: Na osnovu ¢injenice |Z| = |z|, i Besselove nejednakosti, imamo
o0 o
> e ) =Dy z)” < Jlyl* < oo,
n=1 n=1

a kako je potreban uslov za konvergenciju reda da njegov opéi ¢lan tezi nuli,
vrijedi
lim (x,,y) = 0.

n—oo
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ZADATAK 5.3.4 Neka je (X,(-,-)) Hilbertov prostor. Definirajmo
preslikavange

f(x) = (z,z0), pri cemu je xg € X proizvoljan i fiksiran.

Dokazati da je f ogranicen linearan funkcional, i da vrijedi || f]| = ||zo]|-

Rjesenje: Kako je (-, ) skalarani proizvod, f je realna funkcija, odnosno
funkcional f : X — R je dobro definiran. Ispitajmo linearnost. Neka su
z,y € X,ia, [ € C proizvoljni. Na osnovu osobine (U4) skalarnog proizvoda,
imamo

flax + By) = {ax + By, xo) = alz, x0) + H{y, xo) = af () + Lf(y),

pa je f linearan. Dokazimo ogranicenost. Na osnovu Cauchy-Bunakowski-
Schwarz nejednakosti, vrijedi

[f(@)] = [(z, 20)| < /{x, ) (0, w0) = [|[[[[0]],

pa
(AM = [[zo])(Vz € X) = |f(2)] < M][z]].

Dakle, f je ograni¢en funkcional, i ||f|| < ||xo||. Ostalo je jos pokazati da
Il f1 > ||zo]|- Na osnovu teorema o normi operatora, imamo (ako je zg # 0):

[f@)] o [f @)l _ (xo,w0) _ [Izo]”

/]I = sup > = = = [loll;
zexvo []] o]l o]l o]l
sto povlaci da je || f]| = ||xo||- ( Ako je zo = 0, na osnovu osobina skalarnog
0
proizvoda f(x) = (x,0) = 0 uvijek, i tada || f|| = sup /(@) = sup — =
zeX\0 ]| zeX\0 ||
0, pa i u ovom slucaju imamo || f|| = ||zol|. ) A

Na osnovu prethodnog zadatka, za svaki xy u Hilbertovom prostoru X,
moze se definirati jedan linearan funkcional sa f(x) = (z,x0). Medjutim,
postoji rezultat koji nam daje mnogo vise informacija:

Teorem 5.3.4 Neka je X Hilbertov prostor, © f € X* proizvoljan. Tada
vrijeds

Ay e X)(Vze X):  [flz) = (z,y),
i pri tome je || f]| = [yl
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Dakle, posmatramo li proizvoljan funkcional na Hilbertovom prostoru X,
sada znamo da on mora biti ranije navedenog oblika, tj. mora postojati neki
ro € X, takav da dati funkcional uzima vrijednosti f(z) = (z,zo). Pris-
jetimo 1i se kako su definirani skalarni proizvodi na pojedinim Hilbertovim
prostorima, sada bi trebali biti potpuno jasni i opravdani neki rezultati u
sekciji Reprezentacija ogranic¢enih linearnih funkcionala.



